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MEMORIE E COMimCAZIONL 



SUR CXE G£s£RATiaS G£0M£TRIQUE 
DE LA SURFACE D£ 



pim:» 



f9x M. •••rfts Hiabtrt, k Paris. 



f. n semble a priori co'fl j ait une ininhi simple de sorfii* 
CCS da second orJrc fniecompcsab'.es toiijhini rcspecuveiii;r3t ca 
quatre pcHOts deux qnidnqas dooriees : en r&2l:tc, :! a'en est riea; 
si les deux qoadriqnes prisKtives ce sarsfont pas i use coniitioQ 
ii^itiale, il p'cxiste UMimni sunace dc second orJre quadnUDgente 
\ rune et i raotre; « la conJittoa est virifite, il existe uae imjh- 
mill doable de telles sorfices. Apris aroir itabli cene proposition ct 
doDoi diverses formes \ la condidoo initiale, nous en diduirons 
^^o gfoira^oo gEaai£:riqiie simple de la sur£ice de Kammer. 

2. SapposoDs qu'one m£me quadrique, Q^ tooche en 4 points 
deux yiiidriqnrs 4 ^ B, c-a.^-d. coupe A suivant deux droites^ a^ 
et If, , turn concouranics, et de mime B suivant deux droites b^ et b^i 
nous poQiroiis ividemmeot supposer que les generatrices a^ et a^ 
n'appartieiment pas. smr Qt ^n m£mc systtoie que les generatrices 
bf et b^^ Cfs quatre dtoiies fonncnt done un quadrilat^re gauc!ic» 
doot les quatre sommets sont sur U biquadratique (^AB), commune 

Ktmi. Grc MMUm,^ t Xi, parte i*.-— Stampato il 21 novembre 1896. i 



2 GEORGES HUMBERT. 

On voit ainsi qu'iV existe un quadrilatcrc gauche inscrit a la 
hiquadratique {A B) ct don: deux cdtis opposis sont des glniratrices de 
Ay et les deux aulres des glniratrices de B : or, en g6n6ral, si A et 
B sont prises au basard, il n'y a pas dc tcl quadrilatire. Imaginons 
en effet que les coordonn^es des points de la hiquadratique (^AB) 
soient exprim^es en fonciion elliptique d'un argument, et de telle 
sorte que la somme des arguments de quatre points situ6s dans un 
plan soit nuUc; les generatrices d*un mfime systime d'une quadrique 
quelconque men6e par la courbe (AB) coupent cette courbe en deux 
points, dont les arguments ont une somme constante, s\ pour les 
glniratrices de I'autre systime, la somme constante est — s. Soient 
alors \ (A, V, p les arguments des quatre sommets du quadrilatire 
gauche consid6r6 ci-dessus, on aura, en d6signant par a et t les 
valeurs de la constante s pour les quadriques A tl B\ 

(0 

d'oi Toa dWuit 2Tz=2a, c.-a.-d. 

a 

(2) T = (X + — , 

Q 6tant une pirlode des fonctions elliptiqucs introduites. Cette equa- 
tion (2) 6tablit une relation entre les deux quadriques A et £, qui 
dis lors ne peuvent £tre choisies arbitrairement. 

3. Supposons maintenant I'dquation (2) satisfaite, et montrons 
que dans ce cas il y a eSectivement des surfaces du second ordre 
quadritangentes ii A tt B. 

On a, en portant la valeur (2) de t dans les Equations (i) : 

jx = a — ^; v = X + — ; p = ff — X + — , 

ce qui determine les sommets du quadrilatire quand on se donne 
arbitrairement Tun deux, X: en d'autres termes, on peut inscrire 4 
la hiquadratique {AB) une infinitl simple de quadrilatires ayant 
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pour couples de cdt6s 0|^>os& deux geniratrices d'un m&me systime 
des quadriques A et B. Je dis de plus qu'on peut inscrire fegalement 
k (^AB) une infinite simple de quadrilat&res analogues, formes avec 
les generatrices des seconds systimes de A et de B. Car en appe- 
lant V, (I'y v% f' les arguments des sommets, on aura : 

V + pi'=-a, V + p' = -T 

equations compatibles, quelque soit V, puisque 2 t = 2 <j, 

II est dair d'ailleurs que chaque couple de cot^s opposes d'un 
quadrilatere qiulconquc du second groupe s'appuie sur un couple de 
cotes opposes d'un quadrilatere queUonque du premier, de sorte que 
les 8 cdtes des deux quadrilateres sont sur une meme surface du 
second ordre, laquelle, contenaut quatre generatrices de ^ et quatre 
generatrices de B, est quadriungente a ces deux surfaces. 

Done enfin, si la condition cxprimee analytiquemect par Te* 
quation (2) n'est pas verifiee, il n'y a pas de surface du second 
ordre toucbant ^^ ct £ en quatre points; si elle est verifiee, il y a 
une infiniU double de pareilles surfaces. 

4. II est aise d'obtenir I'equation generale de cellcs-ci. 

Soient deux quadrilateres gaucbes, quelconques, i et 2, inscrits 
& la biquadratique {AB) et dont les cotcs opposes sont des genera- 
trices d'un mime systeme de A, et les autres cores des gentratrices 
d'un mime systeme de £; soient aussi deux autres quadrilateres, 
1' et 2', formes a/ec les generatrices des seconds systemcs dc A 
et B. Les cotes de i et i' sont sur une quadrique C; soient d'z 
mfime Z), £, F les quadriques qui contiennent re*.pcctivcmeiit Ic^ 
c6tes dc 2 et 2', I et 2% 2 et 1'. La surface du quatrieme ordre, 
CD=zo, passe par les sei^^e cotes des quatre quadrilateres; il en es^t 
de mdme de la surface £F= o et de la surface >4/> - : o, Ccs 
trois surfaces appartiennent done a un nr.cme faisccau pofictLcl, cii 
sorte qu'on a idendquement : 

0) AB=CD + EF. 



4 ftfebk^ES fiiittiiBRf. 

En d*aiitre termes; ct c*est une autr« fotmt dt la condltiott 
ltiiliale> les quadriqws A ei B sonl ttllts que It frodnii AB ml 
ikcmpasabh en nnt simme de quatrt carris. 

De plusv ridentiti (3) montre que la surface ABzzio eit l*eti- 
veloppe des quadriques: 

(4) X jt C + X£ + |x F — D = o, 

X et (X d^signant des paramitres variables, c.-a.-d. que ces qua- 
driques (4) touchent en quatre points chacune des quadriques A et 
B. On a ainsi obtenu I'^quation cherchie. 

ObservoQS enfin que Tidentic^ (3) £tablit cette proposition : 
Deux quadriques C et D toaclMint chacune tn 4 fxnnfs deux qua*' 
driques A et B, il existe denx autres quadriques^ E et F^ qui toucbent 
tn 4 paints les quadriques A^ B^ C tt D. 

5. Void une propri^fe gtomitrique des quadriques (4)^ if 
txiste ditux droita fixes, canjugules Vune de Vamre par rapport h 
iaiMS les surfaces du second ordre qui tomchent en 4 points deux put- 
driqifes domnks. 

Car une de ces surfaces (11^ 3) coupe la biqutdlratiqil^ (^^) 

aux points \ X^ ; <j — X, <j — X^ et contient les 4 droites 

qui joignetit les deux premiers points aul deujt demieh. Or les 

pomts X et X -{ , sur la biquadratique , sont, comme on sait, 

coQJUgMb par rapport 4 deux droities A et d' (ar^es oppid^s tin 
Utraidre tutopolaine cotnmun ii A ex By^ c.-a-.-dw que la droite qui 
joint cet deux poind rencontre A et A', et est divisir^ harmonique- 
mtat pat Its points de rencontre. II est clair d'ailleurs que le lieu 
des conjugufe> par rapport ^ A et A^ des points d'une dr<Mte est 
une autre droite; d'o6 Ton conclut que la droite S^, qui joint les 

points X H et a — X -j est le lieu des conjuguis des points 

de la droite ^, , qui joint X et a — ^ X; dt ttifime pout les deux 
droites X; = ^X, <j — X + — ) et K = {} + — . <y — 5^). Cha- 
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cune dM ^eadiiques (4) tontient ^ittsi deux couples de droites, ), 
et X^, i[ et i'^f conjuguies par rapport i A et A'; d'oii Ton conclut 
imm^diatement la pmposition indticie. 

6. On peut dontief une alitr^ fohne g6om£tHque h la condition 
initiale (2). G)nsidirons un plan tangent commun i A tt B; il 
coupe la biquadratique (AB) en quatre points, d'arguments a, p, 
Y et X, et on a : 

flt + P = (T, flt+Y = T = <J + — , 

Y + X — — (T, p + X=-* + _; 



d'oJi Ton tire: 



Y=P + -?-. 



c.-a.-d. que le plan consid^r^ coupe la biquadratique (AB) tn quatre 
points, dont deux, ^ et y> sont conjugu6s par rapport aux droite< 
A et A'. 

Inversement, si cctte condition est remplie par un seul plan 
tattgetit commmi aux surfaces A ct «, elle est vcrifi6e prjur coin 
ks Mtresi ft la relation fondamcMale (a) est sati^&tte. Car let 
Equations : 

donnent bien t =z a H . Ainsi : 

2 

I7ii />/flif tangent commun aux juadrigurs A ei If coupe hi dr^ifei 
^ et \' en deux points : la droite qui joint ces pdnts at une torJe 
de la hifuadratiquc (AB) commune aux deux guaJfiqu^f, 

7. Dc li se d&iojt tr*s sioiplemcnt Ja relatiw aiwlytiqg< ual 
lie les bTaiiaota ainwikiah 4a yndriyifi M €€ Bp 
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Supposons en effct ces quadriques ramen^es k la forme : 

X' +y' + :C + ^" = 0, 

fljc* + */ + ci^ + dt^ = o; 
un plan 

(5) ux + vy + w:(^ + pt=zo 
les toucbera si : 

tt* + V* + «;*+/>* = 0, 

(6) ^* _x_ ^' . ^ V P" 

Le titraidre autopolaire commun k A ^t B a pour faces les 
plans de coordonnies; supposons que les droites A et ^\ arites 
oppos^es de ce titraidre, soient les droites :r = o, y = o et :( = o, 
/ = : la droite qui joint les points oil elles sont rencontries par 
le plan (5) est: 

ux + vy z=o, w:(^ + pt=zo; 

pour qu'elle soit une corde de la biquadratique (AB) il suffit 6vi- 
demment qu'elle rencontre cette courbe en un point; d'ofi la 
condition : 

(7) (««• + O (fP" + dw')=z(p' + w') (aV + b «•), 

qui doit £tre une consequence des relations (6). Tirons de celles-ci 
les valeurs de «* + v* et bu* + a v*, ct portons-les dans (7); il 
vient ; 

ce qui n'est viriiie identiquement que si cdz=iab. 
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Telle est la relation qui lie les coefficients des quairiques; 
pour Texprimer en fonction des invariants simultan^s, ^crivons ces 
invariants : 

A'=i; \ = ahcd\ ^ = cd{a + h) + ah{c + d)\ 

On en d^duit : 

^ = ab€d = a*b*\ d*oi ab = cd = \/I 
ct 

e = ab(a + b + c + d) = lAe'; 

rendant eniin cette Equation homog&ne h, Taide de la relation 
A^ = I, on a : 

condition qui exprime, sous forme analytique> que les deux qua- 
driques A ti B admettent des surfaces du second ordre quadritan- 
gentes. 

8. On trouve ais6meat I'^quation des surfaces du second ordre 
qui touchent en quatre points les deux quadriques 

X* + y* + K* + t* = o 
«*• + by* + C3i* + it* = o; 

d'apris le n' 4, il sufEt de decomposer le produit AB en une somme 
de quatre carr6s : or on a identiquement, si ab = cd: 

4d(x* +y* + ^ + t*)(ax* + by* + c!(* + dt*) 
= [(a + d)x' + (b + d)y* + (fl + b)7i* + 2 dt*]* 

- [Cfl - d)x* + (* - d)y* + (a - b)i*]*, 
d'oj^ Too 46duit imm^diatement 1' Equation cherchie (n" 4). 



9. ladiquoas une derni^re interpretation de la condition fon- 
damentale^ en g6oni6trie Pliickerienne. 

Les generatrices d'un meme systime de la quadrique A app^r-* 
ticnnent h trois complexes lineaircs, lineairement distincts : 

A, = 0, A^z=z o, A^ = o; 

et de meme les generatrices d'un meme systeme de B aux trois 
complexes 

B, = 0, B, = 0, B, =^ Q. 

Si une quadrique^ j2> coutient deux des generatrices precedentos 
de A J ses generatrii;^^ 4'un meme systeme app^rtiewent necessaire- 
ment k deux complexes lineaires de la forme : 

(8) \A, + \A, + \A^=zo, 

(9) y,A, + KA, + 'k\A,=:o, 

el r^^iproquemcot; si ellc est quadritangeate ii ff, loi m^tpes g^a^ 
ratrices de Q appartiennent aux deux complexes lineaires : 

(II) (^:5, + |x;b, + |x;b, = o. 

Les quatre complexes (8), (j), (ip), (m) ayant en commun 
les droites d'un mSme systeme de Q, il existe entre les premiers 
mcmbres d/^ leur$ equations une relatioa Uneaire et homog&nei ^.-^^f d« 
une identite de la fiarme : 

ce qui exprimc qu^ les giniralrias de A et celles (U B (jies systemes 
consideres) appartiennent a un mime compUxc liniaire, C: 

CL^A, + ge,4, + a,^, ;:? p (ou P,5, + fi,B, + &,*, ^ o). 
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cou pc m i^ilecraaBt J tt 5 srrTxar i^m inxt« 5K>a cc«^v«nnN*<, 
c.-a.-4. sicTiBt qttxtre drjfes : S v i i::i>: u^s? ^crie' ix^uN^^x^U 
infinie dc qaadnqoes f^ on vv?:: cu?. $ur chicuae J"cl;«^ l« ^ 
nintriccs d'on sjaeme .^^rticnsea: i ua coa^«;Cex^ Ua^ir^ n\>\ 
Q ct, d'apris Ic Toivoc nisoonecieat. cell« du :s^^^H^ s^vxt^iv.^ 
^pirtieniieDt 1 un autre oxnplirxe I:n<^jLir« n\^« C U est Ai$t^ d'^f- 
tablir que la coagnience commune i C et C a pour dirtctnct;^ l<« 
droites A ec W 

10. GiH^IATIOK DE LA SURFACE DE KUXt M£lt. -^ I.a pn>pO:&hU^ 

soiTaDte rattiche ccttc thforie ^ celle dc la surface dc Kummcr. 

Les SMffntis dm setonl ordre qHoJritangfntfs b dfiix yiWrj^M^t 
imMts H fmssarii par am point donni oni poiir enwhppt Nft# mr/«li*# 
de.Kmmmef. 

En effet, T^quation ginirale dcs quadriqucs tanf{cntc« en 4 
points k A et i B itant : 

Xjx C + 5i£ + |Af — i3 = Oi 

<m a: eotre X et i/l, pour celles qui passent par uu point ikmnia U 
rdatioQi 

XjxQ + X£, + pi /•;-/), •.:o, 
gtmL Qirc MaUm.^ t XI, parte 1*.— Sumptto it 16 dlc«iiibri iMy6, 1 
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Q, . . . d&ignant les valeurs de C, . . . au point donni, o. L'6- 
quation de ces quadriques est done : 

(12) vlFC,-F,q+i>lCD-C,D+FE-F,E]+ED-E,D=o, 
et leur enveloppe est la surface du quatriime ordre : 

(1 3) (CD,- C,D+FE^-F,Ey-4(FC,-F,CXED,-E,D) = o, 

qui admet ividemment pour points doubles les huit points d6(ints 
par les trois Equations : 

fr \ C _D _ E F 

^'4) -c:--D-T=T* 



O '^O * o 



parmi lesquels figure le point o, primitivement donn6, et qui sont 
communs h toutes les quadriques envelopp6es (12). 

D'ailleurs, en tenant compte de Tidentiti A 8= CD + EF, 
on pent mcttre Tiquation (i^) de Tenveloppe sous la fomie: 

(CD, + C,D + EF, + £,F)» - ^A,B,AB = o, 

ce qui montre que Tenveloppe a aussi pour points doubles les buit 
points communs aux trois quadriques A=Oy B=o, CD^ + C^D^ 
-\- EqF -{• EF,=:Oy points qui sont distincts des huit premiers: en 
effet si Tun de ccux-ci ftait sur A ou sur B, il virifierait (en vertu 
de ridentiti) Tiquation CD + EF = Oy et on aurait alors, d*apr4s 
(14), C^D^ + EqFq=:o, c.-a.-d. que le point primitif, 0, serait 
sur une des surfaces A ou B, ce qui n'est pas le cas g^niral. 

Done enfin Tenveloppe consid6r6e est unc surface du quatriime 
ordre k seize points doubles, c.-a.-d. une surface de Kummer. 

II. Riciproqnementj toute surface de Kummer> if, pent Atre 
cngendrie de cettemaniire : on sait en cffet que liT admet 3osyst4mes 
de quadriques inscrites, deux k deux conjuguts, c.-a.-d. tels que 
les surfaces d'un systime passent par huit points doubles et les sur- 
faces du syst&me conjugu6 par les huit autres. De plus, deux sur- 
faces appartenant respectivement h deux systimes conjuguis se tou- 
chent en quatre points, dc sorte que K est bien Tenveloppe de qua- 
driques tangentes en quatre points h deux quadriques fixes et passanf 
par UQ point fixe. 



n rSsnlte aossi de Ih que les cnaJriqaes J tt, B apputienQcnt 
k on m^me systime de quadriques inscrires i £, et que Ics sur&ces 
(12) fimnent le systfanc coQ]agui. 

En tiansfbnnant par po&aires redproqoes le thtorime du n^ io» 
on voit ^alemenc que: 

Les suifaces dm sicamd orire qm^riUmgetCis a dntx qmaJriqmes 
iommies et Umcbami mm plam (bmml ami pomr emffeloppe «iu smrfaci ir 
Kmmimier. 

12. Si Ton se reporte aux piopri^tis connaes de la surfice de 
Kummer, on airive sans di£Ecu!t£ aux resuluts suivants, qui com- 
plitent ce qui prtcide. 

La suffice de Kummer, A\ enveloppe des quadriques qui 
passent par un point fixe, o, et toucheut en quatre points deux 
quadriques donnte, A tt B, z pour plans singuliers (c.--a.-d. plans 
tangents le long d'une conique) : 

i" Les qmairc plans, P, , P, , P^ , P^ men& par o tangentiel- 
lement aux deux quadriques A et B; 

2" Les qmairc plans P., P,, P,, P^, cod j agues des pr^^ents 
par rapport aux droites A et W 

Quant aux bmii autres plans singulieis de K, ils s'obdennent 
oomme il suit. 

Qiacun des quatre plans P, , ... P^ coupe le plan conjugui 
sniYant une dioite, qui rencontre en deux points la biquadratique 
(if 5) (n"" 6); ces deux points sont des points doubles de Ki 
on obtient ainsi huit points doubles de K, associ^ deux k deux, 
••,,«/;«,, «^; ...; fti^, «^, et qui sont situis, quatre par quatre, 
dans huit nouveaux plans; ces huit plans sont les huit demiers plans 
singuliers de K. 

On a ainsi ditermini gtomitriqucment les 16 plans singuliers, 
et par suite les 16 points doubles^ de la sur£aice de Kummer. 

Paris, a8 septembre 1896. 

Georges Humbert. 
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SULLA CURVA LUOGO DEI CONTATTI D'ORDINE * 

DELLE CURVE D'UN FASCIO 
COLLE CURVE D'UN SISTEMA UNEARE oo». 

Memoria U* di M i o h e I e d e F r a n o h i s, in Palermo (*). 



AdgDAnse &1 14 c ti giagno 1896. 



Sui punti tntUHpli di una aerie Uneare di gruppi efi punH 

sopra una curvq algebHca. 

27. In questa seconda Memoria mi propongo di mostrar^ alcupe 
applicazioni della teoria dellc curve Q^p relative ad un fascia di 
curve ( Q e ad un sistema lineare oo* di curve [P]* (Mem. I, § 3), 
G)minceremo dalla ricerca dei punti (ii: + i)~pl^ ^^ una serie linearg 
di gruppi di punti g^ sopra una curva algebrica del genere /, t\r 
cerca che sinteticamente hanno giii eseguito illustri geometri {**), 

O Vedi la Memoria precedente sullo stesso argomento, in questi Rendi- 
contiy t. X, pp. 1 18-15 2, che mi pcrmetter6 di denotare con Memoria I. 

(^) Vedi in proposito : Brill: Veher x.'^vei Beriihrungsprohleme (Math. Ann., 
t. IV, 1871); Castelnuovo: Riccrche di geometria sulle curve algehricbi (Atti 
della R. Ace delle Scienze di Torino, t. XXIV, 1889), n° 7; e Segre: Introdu^ 
Xione alia g$om$tria sopra un enU algebrico strnplianunU infinilo (Annali di Ma« 
tematlca, t. XXII,, 18^)9 $ 11. 
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^enreodosi dei caratteri delle curve ipcrspaziali. II nostro procedi- 
meoto invece pennette di non uscire dal piano^ qualora si tratti di 
curve piane, e, per conseguenza, Ji non uscire dallo spazio ordinario 
o dall'iperspazio ad r dimensioni, qualora vogliansi considerare curve 
gfA^h^ od immerse in un iperspazio ad r dimensioui; e ci6 perchi 
U ricerca dei puoti multipli di serie lineari su tali curve si ricon- 
4pce a quella dei punti multipli delle serie corrispondenii nelle loro 
pfOf^oni piane. 

28. Siaoo in un piano : C una curva irreduttibile d'ordine ir, 
c [r]* un sistema lincaro 00* di curve d'ordine m, ogni curva del 
quale secbi la curva C secondo un numero finito di punti (*). Al- 
lora rinsieme dei gruppi di punti secati su C dalle curve di [F]^ 
dic^si serie lineare di dimtnsiont (o specie) k e d'ordine (0 grado) 
mn\ coiravvertenza che, se tutti i gruppi della serie hanno; punti 
((Ustinti o coincidenti) in comune {j ^nin — Jb), si possa anche 
dire che la serie data h delPordine ^iziznin — 1 (1 = 0, i, 2, ...>/), 
con J — I punii base (o punii Jissi)^ distinti o coincidenti. Una serie 
lineare di dimensione k e d'ordine v s'indicheri col simbolo gl (**). 
In particolare, gl sari un gruppo di v punti. Se G, , G, , ..., Gj^^, 
sono Jb + I gfuppi linearntente indipendenti (tali cio& da non appar-: 
teqere ad una ^J^, per i>o) della serie gj, quesfa verri indicata 
anche col simbolo [G, , G^ , . . . , G^^J. 

Se, con una trasformazione Cremoniana, riferiamo i punti del 
piano dato a punti d'un altro piano, alia curva C corrisponderi una 
curva C ed alia serie lineare g\ corrisponderi su C una serie li- 
neare g'^. Ad ogni serie lineare gj^, contenuta nella g\ , corrispon- 
deri su O una serie lineare g'^y contenuta in g'^^ e vice versa (***). 

Se P 4 un punto (r)-plo (rXi) della curva C, ed indichiamo 
con R un ramo di C avente Torigine in P e non avente ivi nessun 



(*) Direrao piCi brevemente, in tal caso, che il sistema [r]* non coniiem 
C, nel sense che C non fa parte di nessuna curva del sistema. 

(•*) Vedi Brill e Noether: Ueber die algebraischen Functiomn und ihr§ 
A9Uf4nJi4Ug in dfr Geometric (Math. Ann., t. VII, pp. 269-310), pag. 276. 

{^\ Tali propriety sussisterebbero anche per scmplici trasforma2ionl bira* 
aJooali della curva C\ vedi S e g r e, loc. cit 
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contatto con altri rami usccnti da P, avr^ senso ben determinato 
il dire che» per 1 = 0, i, 2, • • • , it; una certa serie g^ contenuta 
nella ^ ha un panto base ((r^yplo in P sul ramo R\ ci6 equivarri 
al dire che a^ dei v punti d'un gruppo generico della ^ sono co- 
incidenti in P sul ramo R. In generate sarii 9^ = 1, ed allora di- 
remo che nel punto P e sul ramo R la serie ^ ha un punto ordi- 
nario, altrimenti diremo che nel punto P e sul ramo R la serie ^ 

ha una singolariti [q^^ <^„..M<yJ (o^ffo<<^i<— <<^a^^ — *) (*)• 
Se con una trasformazione Cremoniana sul piano della curva 
C si passa da questa ad una curva C, ed al punto P della curva 
C, considerato come appartenentc al ramo Ry corrisponde il punto 
P' di C^ considerato come appartenente ad un ramo R' non avcnte 
in P* contatti con altri rami di C\ la serie lineare corrispon- 
dente su O alia g\^ ha pure in P' e sul ramo R^ la singolariti 
[^o > ^1 > • • • > ^J> qnalora noi per6 consideriamo in ogni gruppo 
della serie trasformata il punto P' sul ramo R' contato 9^ volte (**). 

29. Sia C una curva piana e P un punto (r)-pIo qualunque di 
essa. Assoggettiamo il piano tt nel quale trovasi C ad una trasfor- 
mazione Cremoniana la quale verifichi alle seguenti condizioni che 
possono, com'i noto (^\ venir sempre soddisfatte : 

i) che al punto P della curva C corrispondano sulla curva 
trasformata C, punti semplici, 

(*) Secondo una notazione del G u c c i a nella Nota : SulU involuiiond ii 
spici$ qualunqug dotati di singoIaritA ordinarU (questi Rendiconti, t. VIII, 1894% 
p. 227; in tale Nota si suppone per6 aoe=o: I'essere ao>o equivale a dire che 
la f* ha un punto base (9o)"P^o» ^ quindi si riduce ad una ^^ , dotata in P 

c sul ramo R della singolariti [o, a, — ^o f ^a — ^of •••» ^» — ^0 ]> ^ *1 
punto P, considerato sul ramo R^ contato a^ volte. 

(^) Tali propriety sussistono, com'& noto, anche per semplid trasformazioni 
birazionali della curva C. 

(*^) N o e t h e r : Viber dU algebraiscben Funciiomn iin$r und xptUr VarUi^ 
Mn; note 2 (Gdtting. Nachrichten, 1871); Uibir dig singuldnn W$rihsysUm$ Hmr 
olgAraischin Function und dii singuJdren Punkti einer aJgibraiscbin Curvi (Math. 
Ann^ t. IX); e RationaU Ausfubrung d$r Operationen etc., etc, (Math. Ann., 
t. XXni); e B e r t i n i : Sopra alcuni Uanmi fandamentaJi dells curv$ plant a!f§' 
yr{A$ (Rend, del R. 1st Lomb., t XXI, i888t). 



smiA onrrA udogo do caszMm d'oudk i, nc 15 

2) che 3 puoso P su Sboiasbcncale per U tras&irxxuzioQe ado- 

pcrataO- 

3) cbe i pcnti sTrnfrfiri ii Q corri^Kxiicnti al punto P di C 

HOD siaoo paod faidjinrncali dd piano trasformato, per la trasfor- 



lodichefemo cdq • rorJine della carva C, con T, la trasfor- 
maaooe Ctrmonfana in^kgata, am #, la corva foadamentile (sem- 
plice o omposca) oorrispoodcnte net piano trasformato :c, al punto 

P £ Xy coo PI , Pr» » -'^'^ (' ^ * P™^J d^ ^i corrispon- 

dend al punto P di C^ e con (PJ il gmppo costituito da tali punti. 

Siqiposto die nd panto P^p (i = i» a, ; • . , j) di tal gmppo 

le corve C, , #, abbiano rionite \ intersezioni, diremo (per sem- 

plidti di fingnag^o) die il panto P^^ i (k^yvalenU nel gruppo (P J. 



30. Ginsideriamo on punto generico Q del piano « e conside- 
riamo il (asdo di rette di centro Q. Ad esso corrisponder^ nel 
inano x, un £asdo di curve (f ,), il quale seca la C^ secondo una 
scrie lineare g^ (n* 28). In particolare, alia retta QP corrisponde 
una curva del fasdo (f ,) della quale fa parte la curva fondamentale <fr, ; 
cd il gruppo della serie gl secato da tal curva composta su C, ha 
in ogni punto (\)-valente dd gruppo (P,) un punto (^i)-plo, e con- 
tiene inoltre solo un gruppo (a) di altri n — r punti» corrispondenti 
agli n — r punti in cui la retta P Q incontra, oltrc a P, la curva C. 

Si ha, come prima conseguenza, ^ \ = r. Se consideriamo nel 

piano X una retta uscente da Q che s*avvicini indefinitamente alia 
QPf essa secheri la curva C in n punti, r dei quali tendono a P 
sugli r rami uscenti da P. II gruppo di puntt che corrispondono su 
C, a. tali n punti i evidentemente costituito da n — r punti ten- 
denti ai punti dd gruppo (a) e da altri r punti che tendono ai 
pund del gruppo (P,), e precisamente (per la continuity) avremo 
che ad un punto P\*^ (X^)-valcntc di esso (n"* 29) s'avvicineranno \ 
di tali punti. Consegucntemente, ai punti di C, vicinissimi a P^'^ 
corrisponderanno punti vicinissimi a P su \ rami. Viceversa, se sol- 

Q Ci6 non sarebbe i^ecessariQ se fo^se r =3 i^ 
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tanto ai punti vicini a P appartenenci a \ rami della curva data C 
corrispondono punti vicini a P['^ (*), il punto P^^ h un punto 
(X^)-valente del gruppo P,. 

Operiamo un'altra trasformazione Cremoniana T^ del piano le 
in un piano tt,. Sia C, la curva di tt^ corrispondente a C. Suppor- 
remo che la T^ soddisfi anch'essa alle condizioni i)i 2) e 3) del 
n* 29. Indichiamo con (PJ il gruppo dei punti di C, corrisponJenti 
9I punto P di C. In virtii delle trasformazioni T^ e T, abbiamo 
una corrispondenza univoca fra i piani tt, e t?^ » tale che alia curva 
C| di ic, corrisponde in w, la curva C^. £ chiaro, in virtft delle 
osservazioni precedenti> che ad ogni punto del gruppo (P,) di C^ 
corrisponde un punto del gruppo (P,) di Q in guisa che ad un 
punto (\)-valente di (P,) corrisponde un punto (\)-valente di (PJ. 
Quest'osscrvazione glustifica pienamente le seguente definizione : 

Dicesi cicio d'orditie X, avcnte Vorigint in P, il complesso dei 
rami di C, uscenii da P, ai quali corrisponda un ramo di C, usccntt 
da un punto (Xyvalcnte del gruppo (P,) (n° 29) (**). 

31. Se, tencnJo le notjzioni dei n* 29 e 30, supponiamo data 
suUa curva C una scrie lineare ^J, e dcnot'amo con P[, P^ i punti 
origini dei rami semplici corrispondentt nelle curve C, e C, ad uno 
stesso ciclo di C avente Torigine in P, alia scrie lineare gl su C 
corrispondono su C, e C, due seric lineari g'^y g"^ (n° 28). E se la 
serie g^ ha in P\ la singolariti [t^,, (j, , . . . , <jj (n° 28) anche la 
^^ avri in P\ Li stossa singolariti, e viceversa; e ci6 perchi (n** 2S), 
inJicando con T, e T^ le trasformazioni che ci conducono da C a 

(•) Nel scnso che tra g!i r punti di una rctta mobile, che tendi vtrso una 
rctta generica usccnte da i', trovantisi sulla curva data e tendenti verso P» ve 
ne siano sctnpre \ cui corrispondano su Q punti tendenti verso P('\ 

(••) In un*a^tra inemoria di prossinia pubblicazione far6 vedere cortie la pre- 
cedente deHnizione sintetica di ciclo possa servire di base ad una trattazione sin- 
tctica delle singo^aritA delle curve a'gebriche. Essa si fonda, come s'fe visto, es- 
senzialmcnte sul tcorema di Noether sulla risoluzione delle singolariti. Una 
doHnizione analoga fu gii data dal sig. Del Pezzo, servendosi d\ curve rpef- 
spaziali di cui la data sia projezione, nella Nota : Inlorno ai punti singoJari delh 
curvi algibricbs (Ren4. della R, Ace di Napoll, 189)). 
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C, c C,, si passa da C, a C, mcJiantc la trxsformazione I^ T,. 
)ondc noi dircmo, ia ul caso, che /j x^w linear e /* in C Atf sul 
ido daio la singolarith [<t^ , <t, , . . . , <xj. Si ricava da.la prcdcita 
lefinizione che : 

St sopra una curva C si ba una serif lineare ^ dolata in un 
iclo di C della singolarith [^^ , ^, , . _ , 7^], allora passanio per 
^10 di una trasfartnaiiane Cremoniana del piano di C, al una 
urva C, , la serie lineare g^ corrispondente alia data, ha, sul cido 
orrispondente dl dato, la singolarith K , -r, , . . . , ^*] (*). 

AdessOy quando noi parleremo di pnnto d^lla curva in relazione 
d una serie lineare sulla curva, intendcremo consMerare quel punto 
ome origine d'un ben dctcrminato cicio, sicchi per noi un punro 
•rigine di piu cicli sari non un punto, ma un in>'emi J: punrl di- 
trsi, ed invece di dire che una serie !u in un ci^lo la sinijliriri 
'o > ^i » • • • > ^k] diremo che ha tale singo!::r:ta nel punto origine 
el cido. 

32. Data una curva C e su di essa una s:rie lineare ^' , ogni 
unto di C origine di un cido sul quile la g) abbia la singolariti 
>, I, . . . , i — I, i -f i], dicesi punto (it -f- lyph d/.!i serie. 

Da quanto precedentemente s'6 djtto risulta che, opjrrnio una 
asformazione Cremoniana del piano della curva C, alia serie ii- 
eare g^ su C corrisponJe, sulla curva trasformata, una serie ^.'* i 
ui puati (k + i)-pli sono i corrisponJenti dei punri (t -r i)-;^'^ 
ella g^. Sicchi : 

per ricercare i punti (k+iypH di una serie lineare g\ sopra un.i 
trva qualunqne C, possiamo con una tra^forma^i ne Crctrnniana del 
iano di C ridurci ad una curva C dotata di soli punti multipH or- 
xnari e tali che in essi e sui diversi rami uscenti da essi la serie 
'asformata abbia punti ordinari (n"* 28), e cercare in tal curva i 
unti (k+iypli della serie lineare tr asformata. 

33. Sia quindi C una curva piana d'ordine n e genere p do- 



(•) Questa proprieti, com'fe noto, sussiste plii gcncralmcntc per il gruppo 
tile trasformazioni birazionali della curva C. 

g^nd, Circ. Matem., t. XI, parte x*.— Sumpato il 18 dicembrc 1896. } 



< 
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tata di sole singolariti ordinarie, e sia [F]* un sistema lineare oo* di 
curve d'ordine m noa coiitenente C (n° 28, nota T). Sia g\,^ la 
serie lineare secata su C da [r]*, e supponiamo che g\^ non abbia 
singolariti nei rami uscenti dai punti multipli di C. Supponiamo 
inoltre, per maggior generaliti, che la serie ^J,^ risulti di mn — v 
punti base distinii o coincidenti e di una serie residuale ^J. 

Associando alia curva C una curva C dello stesso ordine, non 
avente punti multipli clia siano anche punti di C, e che sechi la 
C in punti semplici di C, che non siano singolari per la serie ^J„, 
si ha un fascio di curve (C) d'ordine n individuato dalle curve C 
e Cy e quindi una curva O^p luogo dei punti di contatto d'ordine 
k delle curve del fascio (C) con quelle del sistema [F]* (Memo- 

ria I, S 3) (•). 

/ punii d*interse7^ione delta curva 0^ con C fuori degli « * punti 
hast del fascio (C) e fuori dei punti multipli di C, sono i punti 
(k + lypli della serie g\^ secata su C dal sistema [F]*. 

Se poi dalla serie g\^ si vogliono togliere mn — v punti base, e 
consider are i punti (k + i)-/>W della serie gl residuale, bisogna esclu- 
dere ancora le interse:^ioni delle curve U^p , C riunite in tali mn — v 
punti. 

34. Da quanto s'4 detto nei n* 32 e 33 e dal Teorema XVI 
della Mem. I, si ha la seguente proposizione : 

Data su una curva C una serie lineare di gruppi di punti ^ 

(* > 2), 

(•) Nella Mem. I abbiamo sempre supposto che il fascio (C)^(C, C) non 
abbia atcuna curva in comunc co! sistema [F]* (n° 22, nota). Qui tale esclusionc 
non fe necessaria, perchfe, se esistesse una curva C, del fascio (C) decomposta in 
due curve C' (la quale potrebbe anche non esistore), K. e quest'ultima facesse 
anche parte di curve del sistema [F]*, allora della curva n*p, data dalla co- 
struzione accennata, nel Teor. XVI della Mem. I, farebbe parte la curva K 
(Mem. I, S I, n° 8; e questa, pifi oltre a! n° ^0), ma ci6 non altererebbe in nulla 
i nostri presenti ragionamenti, perchfe le curve C, C, sono diverse. Del resto si 
potrebbe evitare tal fatto costruendo il fascio (C) in a-tro modo (p. es., consi- 
derando la curva composta C* risultante delle due curve semplici C ed L, e sce- 
gliendo L opportunamente, in modo che esista un fascio (C) contencnte la cury^ 
(pmposta C* e non avente curve in comune con [F]* ). 
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. indicando con G, , G, , . . . , G,^ G^^., k + i gruppi linear- 
nunte indipcndenti della serie gl , 

con H,(G,, G,, ..., Gi, G,^,) il gruppo dei pnnti (k + iypU 
della serie ^t = [G, , G, , . . . , G^ , G^^J (n° 28), 

con Gl un gruppo arbiirario della serie linearc 00* [G^, G^^J; 

quando il gruppo G\ descrive la serie 00' [G*, G;^^,], i7 gruppo 
^i-, (G, , G, , . . . , G^^, , G\) dei pnnti {kypU del! a serie linear e 
00*"* [G,, G^, ..., G^^, , GJ] descrive una serie linearc 00' che in- 
dicberemo con y^ 

i7 gruppo dei punti doppi della serie y' Ji scinde in due gruppi : 
Vuno i il gruppo H^^{G^ , G, , . . . , G^., , G^^,), /'j//r(? i i7 
^m/^/K) //*(G,, G,, . . . , G4, Gi^,). 

do vale ancoraper k=z2,purchh conveniamo diporre FTj(^ G^)^G^ (*). 

35. L* ultima proposizione accennata ci permette di ricondurre 
le question! relative ai punti {k + i)-pli di una g\ a questloni aria- 
loghe relative ai punti doppi di una g\. Noi perci6 comincercmo 
dal ricercare i punti doppi di una g\ sopra una curva C del ge- 
nera p. 

Per tale ricerca h utile la considerazione d'un caso particolare. 
Se C i una^ curva d*ordinc \t. ed ha un punto (pi — i)-plo ordi- 
nario B (♦♦), proiettando i punti della curva C dal punto B sopra 
una retta R non passante per B^ si ottiene una rappresentazione 
univoca di C sulla retta R, E col mezzo di tale rappresentazione h 
facile vedere che, data su C una ^J, essa ha 2(v — i) punti doppi, 
e che, se la g\ ha in un punto la singolariti [a^, a,] (n^ 28 e 31), 



O Questo teorema si pu6 anche ricavare partendo dal la rappresentazione 
iperspaziale della serie g^', ripctendolo appunto sulla curva iperspaziale imma- 

gine della serie f| , si ha la proposizione di cui si giova il sig. S e g r e {loc. cU.^ 

S II, n** 42) nella ricerca dei punti {k -j- i)-pii della serie. 

(^) Abbiamo scelto in modo particolarissimo la curva C: per gli ulteriori 
ragionamenti non sarebbe ncccssario che il punto B fosse multiplo ordinario, e 
le conclusioni a cui perverrcmo potrebbero subito riferirsi a qualunquc curva 
razionale; noi ci siamo attenuti a questo caso per la massima semplicitd che esse 
offre, e perch^ di esse soltanto farcmo uso nelle ulteriori ricerche. 
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tale singolariti nbbassa di ^o + ^i — ' uniti il numcro del 2(v — i) 
punti doppi della gl (*). 

Similmente provasi che, date su C due serie lineari gi^ , g]^ 
proieitlve (cioi secate da fasci proiettivi), esistono x, + s^ punti che 
appartengono a gi'uppi corrispondenti delle due serie; se poi le serie 
Sh9 ^'i hanno in un punto (n* 28 e 31) un punto base rispetliva- 
mentc del grado c^, g'^ e contengono due gruppi corrispondenti do- 
tati ivi d'un punto rispcttivamente (<yx)-plo, («I')-plo, allora in tal 
punto coinciJono (Tq + <Io + ^ ^^^ punti comuni alle due serie, ovc 
e i il pii piccolo dei numeri <i[ — a^ , a'/ — o'^ (*♦). 

36. Premesse tali considerazioni, supponiamo <i*avere una curva 
C, irreduttibile, deU'ordine n e del genere p, e sia (r) un fascio 
di curve d'ordine m, il quale scchi la C secondo una serie lineare 
gl,^. Siano T, , T, due curve di (r) e G, , G, i gruppi da esse de- 
terminaii su C. Associamo alia curva C una curva C dello stesso 
ordine che sechi la C in m* punti seniplici, che non siano singolari 
per la g\^^. Ci6 posto, consideriamo il fascio di curve (C)^(C, O), 
e costruiamo la curva O^p luogo dei punii di contatto delle curve 
di (Q con quelle di (F) (Mem. I, § i). 

Supponiamo che P sia un punto (r)-plo ordinario (*'^i)di C 
e che la serie g]^^ abbia ivi su un ramo R una singolariti [o^ , ^J 
(n° 28). Quante intersezioni ha riunite in P, in tal caso, la curva 
O^ col ramo R} 

Sia G, il gruppo dottto in P sul ramo R d'un punto (<y,)-plo. 
Sia inoltre \ il numero di rami coi quali passa per P la curva>ge- 
nerica di (F) e p^ il numero di punti infinitamente vicini a P che 
essa ha inoltre in comune col ramo R. Sia similmente \ il numero 



(*} Vedi Cremona: Preliminari di una teoria geometriea idle sup^rficiif 
n° 75 (Mem. della R. Ace delle Scienze di Bologna, t. VI e VII; 1866 e 1867)11 
B a 1 1 a g li n i : Suite forme hinarie di grado qualunque^ n? 5 (Atti Ace Napoliy 
t. Ill, 1867); Guccia: Due proposiiioni relative alle involu^ioni di sped* qu4* 
lunque dolaie di singolariti ordinarie (Questi Rend., t. VII, 1893) e Sulle invclu^ 
XiofU di specie qualunque dotate di singolariti ordinarie (Ibid., t. VIII, i8^)» 

(^) Cremona: Inirodw^. ad una teoria geam. etc etc^ n? 24, 
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di rami coi quali passa per P la curva r^ , e p, il numero di punti 
iofihif^mcnle vickii a P ch^ essa ha inoltre in comuoe col ramo R. 
Evidcptemc^nte \ + f^=z a^ t \ + p, = <i^. 

G>struiamo una curva irreduttibile, K^ , d'ordine (jl sufficiente- 
mente grande, in modo che essa sia dotata d'un punto ([x — i)-plo 
foori dx P, che passi per P, e che abbia ivi riunite a + i interse- 
ziorii col ramo /?, ove « > p© + pi- Consideriamo indi due altre 
curve if,, K^ deU'ordine [a, di cui la prima non passi per P, e 
I'altra vi passi senaplicemente, senza toccarvi la K^ 

Le curve K^ , If, , /f, determinano una rete [/f]^[/ir, , K^ , K^]. 
Rammentiamp (Mem. I, § 2, n** lo) che, se con K[ dcnotiamo la 
curva generica del fascio (K^ , K), le curve QIcXk it*) > ^vKk jtO > 

X a I 1 

luoghi dei pumi ove le curve del fascio (jff, , K^) hanno rispettiva- 
meme vq contatto con curve dei fasci (C)> (r), generano due fasci 
proieltivi {OicXK jr))» Wr)Or jr-))> quando K[ descrive il fascio (/f^ if,); 

IS I a 

e che il luogo 2 dei punti comuni alle curve corrispondenti di questi 
fasci si scinde nelle curve -JT, , O^p ^^ /> ^^^ / 4 la curva Jaco- 
biana ddla rete [K]. Siccome K^ ed / non passano per P, per con- 
tare le interseziooi riunite in P della curva U^p colla curva K^ , 
^possiamo contare le intersezioni ivi riunite della curva £ colla K^. 
Per contare tali intersezioni, osserviamo che i fasci (QicXzjr))r 

(Q(rXir ir*>) secano suUa K^ due serie lineari proiettive g]^ , g]^ {^\ 

i cui punti comuni sono i punti d'intersezione di 2 con K^ Quindi 
le intersezioni riunite in P della eurva K^ colla curva 2! (o colla 
curva Q2:r) ^ possono contare, contando il numero 4ei punti comuni 
a gruppi corrispondenti delle serie lineari proiettive gl^y gl^, cbio^ 
ddeoti in P. 

Vediamo adunque come si comportioo nel punto P le due serie 
lineari proiettive g]^ , g]^ secate su X , dai fasci (f^lc)iKK*)\ (^(rXjr^Ko)- 

La curva generica del fascio (PIcXk jto) passa per P con r — i rami, 

nessuno dei quali & ivi tangcnte alia curva K^ (Mem. I, Teor. IP)r 

(•) Ponianu) per brevitA /i = l^-Ca » + 2 |a — 3), 5, = ^(2 •> -f- x-p — jy. 
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Quindi la serie gj, ha in P un punto base (r — i)-plo. Ma la curva 
O^cYx K ) dc^ fascio {Pl\c){k jt)) ^^^^ ^^ ^i secondo un gruppo avente 

I } I a ^ 

in P un punto multiplo di grado maggiore di r — i. Difatti il nu- 
mero d'intersezioni riunite in P delle curve fi(c)o? k ) > ^t cquivale 

al numero dei punti doppi, coincidenti in P, della serie iineare g\^ , 
secondo cui la curva K^ h secata dalle curve del fascio (Q. Ora 
la g\^ ha in P un punto di singolariti [o, r + a] (n** 28), e perci6 
(n® 35) r + a— I dei punti doppi della g]^ coincidono in P; laonde 
le curve ^c)(x K)y ^\ hanno riunite nel punto P r -f * — i inter- 

sezioni; in altri termini^ la serie g\ contiene un gruppo g^^ dotato 
in P d'un punto (r + a — i)-plo. 

Similmente la curva generica del fascio (0[p)(jf j^)) passa, in 

generale, per P (Mem. I; Teor. II* se X,>X^, Teor. V se \=z\) 
con ^o + ^1 — I rami, essa dunque ha riunite in tal punto con K^ 
\ + \+T — ^ intersezioni (t^o); in altri termini la g]^ ha in P 
un punto base (^o + \ + '^ — i)-plo. Per cercare il numero d'inter- 
sezioni che la curva K. ha riunite in P coUa curva U?r)(iCK )» ^^^ 

rispondente nella proiettivit^ alia Olc)iK k ) > osserviamo che le curve 

del fascio (F) secano suUa K^ una serie Iineare g^^ , la quale ha in 
P una singolariti [X^ + p^, \ + pj (n° 28) (♦). E quindi (n° 35) 
^o + Po + \ + Pi — I dei punti doppi della serie ^^ coincidono 
in P; in altri termini, le curve il(r)(ir j;*) > i^, hanno riunite in P 

\) + Po + \ + Pi — I intersezioni. 

Riepilogando, le due serie lineari proiettive g\ , g]^ su i^, hanno 
in P due punti base rispettivamente dei gradi r — i, ^0 + ^1 + '^ — J» 
e contengono due gruppi corrispondenti g% , g% pei quali P h punto 
rispettivamente (r — i+a)-plo, [(^0+^.+'^— + (Po+PI-"'^)^plo; 



(*) La curva generica del fascio (F) ha un punto (Xo)-plo in P, ma ha 
inoltre ivi un contatto d'ordine po con K^ ; perch^ ha ivi tal contatto col ramo 
i{ di C, e la curva K^ passa sempliccmente per P toccando Ry secondo un con- 
tatto d'ordine ^^Po-f-Pi (c quindi >>Po)' Lo stesso dicasi per il contatto in 
P delle curve F, e iif, . 
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e, siccome a > p^ + p, — t (perchi a> p^ + p, e t ^ o), (r — i) + 

(^o + \ + Po + P. — = (^ — + K + ^i — 0. dei punti co- 
muni alle due serie lineari proiettive g\ , g\ coincidono nel punto 
P (n" 35). Cioi, per quanto s'h detto precedentemente, le curve 
Q^, K^ hanno in P r + ^^o + ^i — ^ intersezioni. Ora, siccome 
la curva Qj^p P^ssa per P con r + \ + ^i — 2 rami almeno (Mem. I; 
S I, Teor. II e segg.), delle r+d^+o,— 2 = r+X^+\— 2+Po+p, 
intersezioni dclle curve Q^p e K^ ri unite in P, al massimo p^ + p, 
son dovute a contatto. E perci6, siccome la curva K^ ha in P col 
ramo R della curva C un contatto d'ordine ao > p, + Po > ricavasi 
che la curva U^r '^^ ^^ ^ ^ol ramo R r + a^ + <^i — ^ inter- 
sezioni. 

Riepilogando : 

Dati in un piano una curva C d'ordint n ed un fascio di curve 
(r) d'ordint m, secante la C secondo una serie lineare g]^ \ 

indicando con (C) un fascio di curve d'ordint n, conttntntt la 
curva C, t con U^r ^^ curva luogo dei punti di contatto dtllt curve 
di (Q con quelle di (r); 

se la serie lineare g]^^ ha in un punto P, (ryplo ordinario della 
curva C (r^i)y e sopra un determinato ramo R la singolarith 
[^^o* ^«]» ^^ ^^^ />a«/(7 il ramo R ha riunite colla curva QJjp 
(r — i) + ((To + <y, — i) interse:(ioni (♦). 

37. Ed ora supponiamo (n** 32) che la curva C sia dotata di 
punti multipli ordinari, e che la serie lineare ^i,„ si comporti in 
modo ordinario sui rami uscenti dai punti multipli di C. Allora la 
curva U^p, per la proposizione del n° precedcnte (per <j^ = o, <r,= i), 
avri r(r— i) intersezioni colla curva C in ogni punto (r)-plo di C. 
La curva Q^p h dell'ordine 2 « + 2 ;« — 3 (Mem. I, Teor. I), essa 
passa con un ramo per ciascuno degli n' punti base semplici del 
fascio (C) (Mem. I, Teor. V), ed in nessuno di essi h tangente a 



(*) Questo teorema, fondamentale per la nostra ricerca, si fonda, come s'6 
visto, su due proposizioni elcmentari sopra le involuzioni di prima specie sopra 
^na retfa c su i;ii noUssImo teorema sopra i contatU* 



• 



I 



24 11. DB FRAKCHIS. 

C (^X qtiindi il numero dei punti doppi della serie gl^ h : 

i = n(2 n + 2 m — 3) — n* — lr(r — i), 

essendo la I,r(r — i ) estesa a tutti i punti multipli di C. Intro Ju- 
cendo il genere p = ^ ^-^ ' ^ della curva C, 

si ha; 

> r= 2 (mil -{-^ — i). 

Se la serie ^^ ha in un punto P di C la singolariti [a^^ 9.], 
in esso le curve Q^p , C hanno, per la proposlzione del n° prece* 
dente (per r = i), in tal punto (^o + <^i — i intersezioni, ossia in 
tal punto coinci Jono (^o + ^i — ^ <ici punti doppi della ^^^. Stcchi, 
se noi volessimo considerare la ^J che s'otiiene dalla ^i,, escludendo 
4.a ogni gruppo il punto P contato a^ volte (<r^ ^ O* dovremrao 
dir^j che la serie gj (v r= win — <y^) ha : 

8 = 2 (v + p - i) 

punti doppi, ma che nella singolariti [>^, X,] che essa ba in P 

(ove \-=.f5^ — a^ , ^1 = ^i — ^o) coincidono ^o + \ — ' ^* ^^^^ 
punti doppi. 

Questa propriety sussiste, per il modo col quale h stata tro- 
vata, qualunque sia il numero delle singolariti della f^^^ e per; la 
proposizione del n** 32, vale qualunque sia la curva C. Generaliig- 
zandola dunque in base alle proposizioni ed alle dcfinizioni preco- 
denti (n* 28, 31, 32) si ha la proposizione: 

Data su una curva irredullibih C di genere p una serU linean 
di gruppi di punti gl , essa ammette 2 (v + ^ — i) punti doppi; se 
in un ciclo di C la serie g\ ha la singolarita [d^ , a,] (n® 51), in 
tal ciclo cadono <io + ^i — i dei punti doppi della serie. 

(*) Pcrchfe altrimcnti la curva del fascio (F) passante per un tal punto 
sarebbc ivi tangente a C (Mem. I, Teor. V) e la serie lineare g^ avrcbbc pcrci6 

la singolaritd [o, 2] in quel punto, ci6 che uoi abbi4nK} escluso (n° }6). 
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38. Sia data una curva irreduttibile C del genere p, e su di 
essa una serie lineare ^J. Indicheremo con G, , G, , . .. , G^, G^^., 
4 4" ^ gruppi lincarmente indipendenti di essa. Indicheremo iuoltre 
con Ni^ il numero dei punti del gruppo H^(G^^ G, , ..., G^, G^,), 
cio& il numero dei punti (/; + O'P^^ ^^^^^ serie lineare 00* indivi- 
duata dai gruppi G, , G,, . . . , G^^, Gj^^ (h=^o, i, . . • , i). Sap- 
piamo (n® 34) che, per tutti i valori di /; da 2 a k, se GJ i un 
gruppo arbitrario della serie lineare 00* [G*, Gj^^J, il gruppo degli 
^^, punti (hypli della serie lineare 00*"' [G, , G, , . . . , Gj^., , GJ] 
descrive una serie lineare g\f , quando G]^ descrive la serie 

[G^, G^,], e che il gruppo dei 2 {Nj^^+p — i) punti doppi (n® 37) 
della serie glf si scinde negli N^ punii (A + i)-pli della serie 00* 

[G,, G3, ..., G4, Gj^^,] e negli N^, punti (i — i)-pli della serie 
00*-^ [G, , G, , . . • , G^., , Gj^.J. Si ha quindij 

Da questa ricavasi facilmente 

N, = (k+i)(y +kp-k). 

Supponiamo che la serie gl abbia in un ciclo dato di C(n° 30) 
la singolariti [(Tq, <r, , ..., aj (n® 31). Prenderemo i gruppi 

^1 > ^a > • • • > ^A > ^»+i ^^^'^ serie ^J in modo tale che il gruppo 
Gy (/ = r, 2, . . . , t + i) abbia sul ciclo dato un punio (^^i)-plo. 
Allora, presi gli h gruppi G, , G,, ... , G^.., , G^^ (fe = o, i, ...,t) 
ed associando ad essi il gruppo G^^, (o<Ci^k — h + i), gli /;+ i 
gruppi cosi ottenuti individueranno una serie lineare 00* : noi indi- 
cheremo con aj^' il numero dei punti (h + i}-pli di tal serie coin- 
cidenli nel ciclo dato. Rifacendo i ragionamenti precedent! e tenendo 
le stesse notazioni, si vede che la serie g]^ ha sul ciclo dato la 

singolariti [xj., , ajt'j e che perci6 (n° 37) a*_, + a*l\ — i dei 
punti doppi della serie glf coincidono sul ciclo dato. Si ha quindi 

la relaztone : 

(i) «t*' + aj::: = «t-. H- «ti". - 1 <*==»> 3 *; «;=»o ? *;=<^o+^-o. 

Rpid. Circ. MaUm.^ t XI, parte i*.— Stampato il 18 dicembre 1896. 4 
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Analogamente a questa : 

«*-, + «*-, — «*_. + «A^ — I 



(&>2) 



e colla sottrazione : 

Cosi continuando^ arriverebbesi aU'uguaglianza : 

Ora, per le nostre convenzioni, aj*' = <yA , «* = ^a-i > quindi 

E cosi la (i) divicne : 

Da questa per 2 ^ / ^ i, 



donde, essendo a* = a^ cd aj = <t^ -J- <r, — i (n° 37), 






la quale vale anche per / = i . 
Perci6 

V- / /+! / \ V- * (* + i) 

/.I /-I 2 

ed, essendo o^ = c^ , 

h{\+ I) 



^r^=z-y- 



2 



Tale & quindi il numero di punti (k + i)-pU della serie ^ coinci- 
denti nel ciclo dato. 

Riepilogando, si hanno i due teoremi : 

a^ (Teorema di de Jonqui&res-Brill). Data su una curyu 
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trndmUiUU C id gemere p una serie Unean fj, tssa possiedi 

^) (Teorema J& Segr e). Data su hm curva C del gemntp una 
sarig limiori ^ i^aia in un ciclo ii C dtUa singolarita [«r^, a„ ..., «J 

(o* 31), Ml /tf/ «fo cadono Y a, ^ ^^ iW pnnti (* + i>^i 

S5. 

£jpeRr<im0fiM ddVa cfirra Q^p relattva ad un fascio di 

curve (C) e ad un »istema lineare 00* rfi curve [r]*. 

Luogo dei punti sestattei d'un fascio di C9ir^*e j>iane 

^Pardine «(> 2). Luogo dei punti oce Je curve d^un 

— . *,• ,. m(m + ?) 
fascio Sordine n hanno contatti iVonllne -- ^— 

con curve delVordine m <; « (m > 2). -Dice teoremi sui 
contatH delle curve d'un fascio con qticlle tPun * *i- 
stema lineare 00^ in un punto bttse del fascio. 8ui 
eonUMi Sordine massimo delle curve d^un fascio con 
q^ieUe d^un fascio o d^una rde. 

39. Sia C UQ fascio irreduttibile di curve deirordine n, e [T]* 

(*) Questo teorema, il quale e un caso partico!are di un tcorcnia del d e 
Jonqui^res nel Mimoire sur Us contacts viuUipUs eTordrt quelconqui des courbis 
d$ d$gri r qui saiisfont d des condition donnies, avecum courbsfixe du degri ffv,etc. 
(Journal fQr die reine und angewandte Mathematik, t. LXVI, 1866, pp. 289-321X 
fu dimostrato dal Brill nella memoria citata in principio di questo lavora 
Vedansi anche le dimostrazioni di Castelnuovo e di Segre nelle memorie 
ciutc 

O Questo teorema, nel caso di ^ = o, fu dato dal Gucci a nellaNota: 
Dim proposiiioni nlaHvt alU involuiioniy etc. (Qucsti Rend. t. VII, 1893), ma g\k 
fin dal 1891 egli sc ne era scrvito nei suoi corsi univcrsitari. Nel caso d.'Ila strie 
canonica sopra una curva di gcncre quulunquc venue date dalTHurwitz nclla 
Memoria: Vebcr algthraische Gebildi mit tindeutigen Trans for mationM in sicb 
(Math. Ann. t XLI, 1892}. Nella sua massima generaliti^ fu dato dal Segre 
nel 5 43 della citata memoria. 
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un sistema lineare oo* di curve deH'orcline m, nessuna curva del 
quale abbia parti in comune con curve del fascio (C). 

La curva O^rj luogo dci punti ove le curve del fascio (C) 
hanno contaito d'orJine J!: con curve del sisten?a [r] , 4 (Mem. I, 

Teor. XVII) deU'ordine (k + i)il^LZlj)l±JJ!L , Supposto che 

esista una curva L deU'ordine (x, luogo d'un punto di singolaritli 

[^^o* ^i> ••• > ''*] P^^ '^ ^^^'^ lineare ^^^ secata dalle curve di [r]* 
sulla curva del fascio (C) passante ivi (n** 28), /a curva L, cantata 

ffo + d. + ... +(74 Ljtj} yoltc (n^ 38), far a parte di Q^. 

40. Sia (C) un fascio irreduttibile di curve delPordine n e (r) 
un altro fascio di curve deH'ordine wi, tale che non si riduca al 
fascio (C) e ad una curva fissa. Supposto che una certa curva X, 
contata / volte, faccia parte di una curva di (C) (/ > 0), contata 
\ volte, faccia parte di cutte le curve di (r), e contata \ volte, 
faccia parte di una curva di (r) (0 ^ \, ^ >,), vogliamo vedere 
quante vclte la curva L dovri contarsi come parte della curva QJ;^, 
relativa ai due fasci dati (Mem. I, Teor. I). A tal uopo, basteri 
osservare che ogni punto di L sari (Mem. I: Teor. IV, per r = o, 
r' = lf P = ^o > p' = ^i > se >, > \ , ovvero Teor. II, per r = o, 
r' = t, p = ^o > P' = ^1 + I sc X, = W in gercrale, un punto 
('+\)+\ — i)-plo per UJ;p. Quindi la curva L, contata /+\+\ — i 
volte, fa parte di Qj;r (*)• 

Sia ora (Q un fascio di curve, irreduttibile, deU'ordine n, e 
[rj* un sistema lineare di curve deU'ordine m. Supporremo soltanto 
che non esista un fascio di curve, nel sistema [r]*, il quale si 
scinda nel fascio (C) ed in una curva residuale (semplicc o com- 
posta od anche non esistente nel caso di n = tn). 

Sia L una curva per la quale supporremo : 

1° che faccia parte, contata / volte (/ > o), di una curva del 
fascio (C); 

2^ che, contata \ volte, apjpartenga alia curva generica del sistema 

(^ Per \, s=s o cfr. la Mem. I, n*' 8. 
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[r]*, e che, per tutti i valori di i da o a Jfc — i faccia parte, con- 
tata \^, volte, dcUa curva generica del sistema lineare oo*"^* [r]*"*""* 
contenuto nel sistema oo*"* [rj**^, ove \ ^\^ Z^\ Z^ . . . ^ ^*- 

G6 posto, domandiamo : quante volte la curva L dovr^ con- 
tarsi come parte dcUa curva 0*.r, relativa al fascio (C) ed al si- 
stema [F]^, data dalla costruzione accennata nella Mem. I : Teor. XVI, 
per i > I e Teor. I, per i = i ? 

A tal uopo scegliamo i + i curve T, , T, , T^ , . . . , T^, T^^, , 
linearmente indipendenti, nel sistema [r]^ in modo tale che il si- 
stema 00*-^ [r^. , r^ > . . . > Tjk , r^^,] (i = o, i, . . . , *) sia ap- 
punto quel sistema contenente, come curva Hssa da contarsi \ volte, 
la curva L. 

Prese le i curve r, , r, , ..., r^, associeremo ad ^s^^ la curva 
T^^(p^i^k; h^k — i+ i), ed indichercmo con p,^^* il numero 
di volte secondo cui la curva L fa parte della curva Q(c)(rr ..rr ) 

1 a*" i H-h 

(Mem. I, Teor. XVI) relativa al fascio (C) ed al sistema lineare 

Indichiamo con V] la curva generica del fascio (Pi , T^,). La 
curva Q(c)(rr...r rO (*^2) descrive (Mem. I, Teor. XVI) un 

fascio quando T] descrive il fascio (r,, T,^,). Delia curva generica 
di tal fascio, (Q(c}(rr.«r r*))> f^ parte, secondo le nostre convcn- 

zioni, la curva L contata p|_i volte, ed esiste una curva (la 
Q{3(rr...r r )) contenuta nel fascio, di cui fa parte L, contata pjl\ 

volte. Quindi della curva luogo dei punti di contatto delle curve 
del fascio (Q(cxr r ...r ro) con quelle del fascio (C) fa parte L, contata 

(per quanto precedentementc abbiamo detto) / -f- p|_, + pj^', — i volte; 
ma tal curva si scinde nclle curve i^lcxrr r r )> ^(cXrr.^rr ) 

I a'** i— a f— I I a'** i ifi 

(Mem. I, Teor. XVI), e di queste fa parte la L contata, per le 
convenzloni precedenti, pjzj, pj^' volte; si ha quindi la relazione : 

CoUo stesso procedimento (per i > 2) si proverebbc ; 



■■\ 
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e 

dalle quail, sottraendo, 

P*-i — P*-i = ft-a — P*-4i » 

e, cosl coDdnuaodo, s'avrebbe 
laoode 

p!^'. = pL. + \ - ^*_. 

G>Q questa la (i) diviene: 

pr - pL. = pL - pt:: + \ - V. + / - 1, 

e da questa si ha facilmente : 

Tale i quindi il numero di volte secondo cui L fa parte di O^ 

Riepilogando : 

Teorema XIX. — Dati ml piano un fascia di curve ( C) d'ar^ 
dine «, irrtduttibilt, ed un sisiema lineare oo* di curve delVordine m, 
[r]*, tale che nan conttnga fasci ridotti ml fascia (C) ed in evenluali 
curve fisse, 

se L e una certa curva la quale cantata I volte (/ ]> o) fa parU 
di una curva di (C), cantata \ valte fa parte delta curva geuerica 
del si sterna [r]*, e, per tutti i valari di i da o a k — i, fa parte, 
cantata X^, valte, del la curva generica del sistema lineare oo*^'* [rj*""*^f 
cantenuta ml sistema linear e qo^ [r]*"' (o ^ ^o ^ ^i ^ • • • ^ ^»); 

allora della curva Qj;r , luoga dti punti di cantatto d'ardine k 
delle curve di (C) can quelle di [r]* (Mem. I, Teor. XYl), fa parte 

la curva L cantata 2^^ H — ^ \ l — i) valte. 
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OssERVAziONE. — II caso /=o Don si pu6 far rientrare nel pre- 
cedente, ma rientra nel caso contemplato nel n"* 39 (non i per6 da 
credersi che si possa farlo rientrare ivi, in generate, sostituendo ivi 
alle 9g le \). 

41. Dato un fascio di curve (C) d'ordine n (> i), irredutti- 
bile, la curva 2, luogo dei flessi delle curve del fascio, 4 (Mem. I, 
Teor. VII, nota) dell'ordine Sn-S, passa con ^(ir—i) rami (Mem. I, 
Teor. XIV, nota) per un puqto base (r)-plo, a tangent! mobili, del 
fasdo (C) (e quindi con 3 rami per ogni punto base semplice), e 
con 3 f + 3 r' — 4 rami (Mem. I, Teor. X, per p, = 0, p, = i) (*) 
per un punto base (r)-plo del fascio (r ^ o), ove passi una curva 
del fascio con r'O r) rami. 

Se il fascio (C) contiene una curva di cui facda parte una 
curva L, irreduttibile, deirordine v, contaia / volte, la curva L 
fari parte di 2, e precisamente dovri contarsi 3 (I — i) volte (n** 40, 
per i = 2, \z=z\z=\z=zo) se v > i, dovri contarsi 3 / — 2 
volte (n** 40, per k=z2, \:=z\ = o, X, = i) se v = i (ciofc se 
L h una retta). 

Riepilogando : 

Teorema XX. — Dato nel piano un fascio di curve (C), irredut- 
iihile, dell'ordine n, 

se una curva di (jC) si scinde in una curva L, irreduUibile, del- 
Vordine v, contata I volte, ed in una curva residuale C, (semplice o 
composta) delVordine n — v /, 

della curva 2 (d'ordine 6 n — 6), luogo dei flessi delle curve del 
fascio (C), fa parte L, contata 3(/ — i) o 3/ — 2 volte, secondo che 
riflv>i ov=i. 

42. Dato nel piano un fascio di curve, irreduttibile, (C), del- 
I'ordioe if (> 2), la curva luogo dei punti ove coniche, proprie o 
d^eneri, hanno un contatto sipunto colle curve di (C), i delPor- 



(*) Cfr. anche Gucci a: Ricerche sui sistemi lineari di cmv$ algehriche 
piangp dotat$ di singolarit& ordinarie^ Memoria II (Questi Rend. t. IX, 1^5 )» 
Teor. X|i.VII, che nella Mem. I ho dlmcQticato di dure. 



)2 M. DE FRAMCHIS. 

dine 30» — 33 (Mem. I, Teor. XVII, per m = 2, i = 5)> e passa 
con 15 (2 r — i) rami (Mem. I, Teor. XVIII, per i == 5, a = o, 
a' = i) per un punto base (r)-plo, a tangenti mobili, del fasdo (C). 

Ma di tal curva fa parte eviJcntemente la curva Z, luogo dei 
flessi del fascio, contata una volta (n° 39). Resta una curva 5, la 
quale i luogo dei punti ove le curve di (C) hanno contatto sipunto 
con coniche proprie, ossia h il luogo dei punti sestatici (*) dclle 
curve del fascio (C). 

La curva S h quindi dell'ordine 24 n — 27 e passa con 
12 (2 r — 1) rami per un punto base (r)-plo, a tangenti mobili, del 
fjscio. 

Se il fascio (C) contiene una curva decomposta in una curva 
L irreJuttibile dell'ordine v, contata / volte, ed in una residuale 
curva C, (scmplice o composta) dell'ordine n — v / (/ ]> o), della 
curva composta Si far^ parte L, e dovr.\ contarsi 15 (/ — 1) volte 
(n'' 40, per k = $^ \z=:\=z\z=i'k^z=z\='k^z=zo), se v>2; dovri 
contarsi ij / — 14 volte (n*'40, per fc=5, \=:\=z\z=i'k^z=z\=zo, 
Xj :z: i), se V = 2; dovri finalmente contaEsi 15 / — 11 volte (n° 40, 
per k—$, \ = \ = \z=zo, \=z\=i, \ = 2), se V = i; 
quindi la curva L fari parte di 5, e dovri contarsi (Teor. XX) 
12 (/ — i), 12 / — 1 1, 12 / — 9 volte secondo che v >> 2, v = 2, 

V = I. 

Kiepilognndo : 

TtOREMA XXI. — Dato ftel piano un fascio di curve (C) rf'or- 



(•) Secondo la dcnominjzionc del C a y 1 c y il qua^e detornnn6 il loro numcro 
il) una curva a'gcbrica d*ordinc n dotata di soli punti doppi (Phil. Trans., i86> 
e Coni]>tcs Ken Jus, 1S66;. La dotcrniinaziono del nuniero dei punti sestatici ia 
curve dotate di sin^o\iritA qua'unque fu fatta dalPHalphen nella M*;nioria: 
Snr le contact lUs conrbes pJanes dvec les conijues tt Us courbes^ du j""« degri 
(Bull, dc la Soc. Math, do Fr.nicc, 1875, t. IV). Tal numcro pu6 del resto, con 
scniplicitA, trovarsi medi.intc i due teoremi di d e Jonq u ife r cs-B r i II e di 
Segre esposli nel n° 38 (vedi Segre, loc. cit., n® 45). L'abbassamcnto cho 
sul nuniero dei punti sestatici di una curva gcncralc deirordine n producono 
punti doppi o cuspidi orJinarie della curva si pu6 pcr6 trovare con osservazioni 
nio!to piu seniplici : vcdi G c r b a 1 d i : Sui punti sestatici delU curve algebricb$ 
piane (qucsti Rcndicont', t. IV, 18^0), 
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'dim ji(^2), irmhitiibilf, la eurva S, luogo dei punti sestaiici dtlle 
xurtte idel fuscio, t dell'ordine 24 n — 27, e passa con 12 (2 r — i) 
rami per ogni punto base {ryplo, a tangenti mobili, del fascio (C) (*). 
Se il fascio (C) contiene una curva decomposta in una curva C^ 
dell* or dine m — vi (semplice.o composta), ^ed in una curva L, irre- 
dutlibile, delVordine v, contata I tvolte (/]>o), la curva L farh parte 
di S, e davrh contarsi 12/ — 12, ill — 11, 12/ — 9 volte, secondo 
rffctv>':a, <v:=a, ^z=: i. 

43. Pii in generale, dato nel piano un fascio irreduttibile di 
curve, (X]J), . deirordiire n'O j), ki curva 5., luogo dd punti ove 

le curve del fascio hanno contatto ^ ^-^ ^-punio con 

curve deirordine w (2 < m <^ fi), irreduttibili no, h deH'ordine 
m(m + i){m + 2y{2nm^6n-yfn-^) ^^^^ ^^^^^ p^^ 

G)ntrariamente a ci6 che avviene per la curva luogo dei con- 
tatti sipunti delle curve di (Q colle coniche proprie o degeneri del 
piano, per qualunque vdlore di pi«iw), la curva 5^, luogo dei punii 

di contatto ^^ — ^ '—punto delle curve di (C) con curve del- 

Vordine /(*, ^tum Ja parH di S^ {my^ 2). 

Bastcri infatti dimostrare (n° 39>) che un punto ove una curva 

C del fascio ( C) ha contatto ^^ — j^V- "^ — ^-punto con una curva 

deirordine ft, non 4, in generale, punto ^ — ^ — ^-^ — — — ^-plo della 

serie .lineace, .d'ordine mw e dimensione — ^ ^, secata su C 

2 

da tutte le jcurve dell'ordine m. 



(•) Per mezzo del Tcor. XVI della Mem. I, si potrebbe agevolmcnte ricavare 
qua! sia la moltipiiciti^ della curva composta SI (e quindi di S) in un punto 
base (r)-p!o del fascio, ove passi una curva del fascio coji r'(>.r) raw. 

fyud. Circ. Mqt$m^t t. XI, parte i%— Sumpato il 19 dicet^bre 18^. j 
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E perci6 sari suffic?ente dimostrare die, csscndo o <[ f* <[ w 
(con [A ed i7f interi), ed / un Intero positive tale che 1\l ^m^ per 
m }> 2, si ha sempre : 

(jN j (t^+^Xt^ + 2) y {fn — l\LYm — l^-\ -i) (m+iX/yi + 2) ^^. 



Difatti, osserviamo che, se <x e v sono due numeri positivi tali 
che a + V = w, i 

(m+0(m + 2) ^ (a+i)((x + 2) v(v + 3) ■ ^^ 

2 2 "'" 2 

e perci6 

(>» + i)(^ + 2) ^^ ((r+i)(<y + 2) v(v + 3) 

2 — 2 2 ' 

il segno d'uguaglianza sussistendo solo nei casi di 9 = ovvero 

v=:0. 

Quindi 

w 1 + 1 ^ 1 » 

e Tuguaglianza potri sussistere solo se fn=zl\i. (perchi /(*.}> o). 
Ma, se l\L=zm, essendo o<[fA<Cw, sari /> i, e poichi m}> 2, 
sari ft/ >• 2, [x*/ >• 2. Intanto : 



(3) 



(/tt + l)(/ti + 2) /((X + l)({t + 2) ^ I ^^ ^^^^^, ^^^ 



(^ Se P ft un punto ove una curva C del fascio ha contatto itlll^iclL — .punto 
con una curva L dell*ordine ^ la curva composta di L, contata / volte, e 
della curva K^ dell'ordine m — [a /, avente il massimo contatto I in generate 

i s-z: sZJ_iL.punto con C m P, ha ivi .-r_i_'_£iJ 1- i ci-i- — EJ_ii, 

if^t^rsezloni riunite con C. 
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sicch&, quando (t / = m> sar^ certamente 

(/{.+ !)(/,.+ 2) /(^+ !)(,. + 2) 

e quindi per la (2) (che in tal caso & un'uguaglianza), sar^ 

2 + T < 2 • 

Ci resta adunque a dimostiare la (i) quanJo /(x <^vi. AUora 
la (2) deve scriversi : 

(2') (ii±0((li+2) ^ (/;/-/(^Xm~/ tA+3) ^ Q n + i^m + 2) ^ 

2 2 . jt 

La (1) si verifica subito quando /|x=i (/=i, |i. = i); quando 
poi /(A ^ 2, anche /{*•* ^ 2, quindi per la (3) 

(/M-0(/f* + 2) . Ky. + i)(tA + 2) 



e da qucsta c dalla (2") si ricava la (i). 

La curva S^ h quindi luogo dci punti ove le curve del 

fascio (C) hanno contatio ^ — - — '— — - — ^punto con curve d or- 

dine m, in generale irreduttibili. Essa passa^ in generate , con 

— ^ — ■ — ^-^ — - — ^-^ — i-^^^ rami [Mem. I, Teor. XVIII, 

o 

per Jfe = — — ^^ , a=i:o, ^'=1] per ogni punto base (r)-plo, a 

2 

tangcnti mobili, del fascio (C) (e quindi con — ^^ '—^ ^ 

rami per ogni punto base scmplice). 

Supposto ora che una certa curva L, irreduttibile, deU'or- 
dine v , faccia parte , contata / volte (/ > o)» di una curva del 
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fascio ( Q; se ^^^ tn, tal curva- furi parte di 5^ , e dovsi comiuw 
(Teor. XIX, per Jk = ""^""^"^ ^\ X, = X,= ... =X^(«^ = o) 

Supponiamo invece che sia v^m, e sia Jb queirinteroi percu» 
si abbia Av^w<;(A + i)v. Allora, per tutti i valori di i da i 

(m— <V)(W— fV+)) 



ad b, esiste un sistema lineare oo * contenuto nel sistcma 

dclle curve dell'ordine m e costituito da tutte le curve deirordine 
m — IV accoppiate alia curva L^ contata i volte. Sicch& la curva 
L farS parte di 5^ , ma dovr^ con tarsi (Teor. XIX) 

volte. 

Riepilogando : 

Teorema XXII. — Dalo nel piano un fascio irrtduttihilt di curve, 
(C), dell'ordine n(> 3), 

la curva S^(2<^m<^ «), luogo dei punti ove le curve del fascio 

son ioccafe secondo un contatto ^ ^ — ^^^—^-punio da curve del- 

Vordine m, in generale (*) irreduttibili, i dell'ordine 

m(m -^ i)(m + 2)(2 nm^ + 6n-^ ^m --- 5) 

8 ' 

I w(m + i)(w + 2)(m + 3)(2f — 1) 
essa passa,. m gemraU, con ^ ^' g 

ramp per imp punto base (ryplo, a tangenti mobili, del fascio (C) (*•); 

5^ esiste una curva L^ irreduttibile, dell'ordine v, che, contata I 

volte, faccia parte di una curva del fascio C (l^ o), allora ddUk 



(*) La frase in generale va intesa ncl scnso che solo an namero finito di 
panti di S^ sono tali che la corrispondente curva d*ordine m si scinda. 

(•*) Non tornerebbe difficile trovare (per mezzo del Teor. XVI e dei teo- 
reftti del S f dells Mem. I) il numero di rami coi qualf S^ passa per pumi base 
^^11 M fook^ ove IBM cur^^ d» fiiesio p«M oca K(> r> rafm^ 
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fva S^fa parte Ly e quest a, se '^'^ m, deve con tarsi 

m(m+ i)(w + 2)(w + 3) ^/ _ jv 

lUji €, Si tnvece yf ^m, deve contarsi 

> + 0(^ + 2)(w + 3) /j — i) + y (^^<'^+ i)(^ — 1>> + 2) 

Aft, avt })' c iJ quoiientt intero, per difetto, della divisione di m per v. 

44. Dato nel piano un fascio di curve (C) ed un sistema li- 
afc 09^ df carve [r]*, sia P un punto base scraplicc, a tangente 
obilcy del fascia (C). Supporrcnio che P sia un punto generico 
I piano rispetto al sistema [F]*, e supporremo inoltre che non esi- 
I nesstraa curva, passante per P, la quale faccia contemporanea- 
ente parte di una curva del fascio (C) e di curve del sistema [F]*. 

La cuna O'^p, luogo dei punti di contatto d'ordine k delle 
rvc del fascio (C) coa quelle del sistema [Fj*, passa per P, m 

flwrale, cou ^ "^ '^ rami (Mem. I, Teor. XVm, Oss. r). 

Sia- C una cnnra (o parte di curva) del fascia (C)^ la quale 

cchi ht P la curva Q^r- ^ chiaro che uno dei puntf (t •+ i)-plr 

Ha scric lineare 00* , secata su C dalle curve dt [F]*, cade in Pr 

altri termini, C ha ivi un contatto (k + i)-punto con una curva 

1 sistema [Fj*. Esistono quindi, in generale, -^^ — ^ — ^ curve del 

ido (C) aventi in P contatto (t+i)-punto con curve del sistema 
icare [F]*. 

Riepilogando : 

TfiOREMA XXIII. — Dati nel piano un fascio di curve {C) ed un 
trma lineare 00* di curve, [F]*, 

St P I un pUHto del piano, generico rispetto al sistema [F]*,. U. 
ale sia punto base sempUce a tangente mobile del fascio (C), e sia 
^e che nessuna curva, passante ivi, faccia parte contemporaneamente 
curve del sistema [Fj* e del fascio (C), 
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*(* + 

allora, in general e, esistono curve del fascia (C) avenii 

j» 

in P contatto (k + xypunto con cuive del sistema [F]*, e tali curve 

sono ivi tangenti ai -^ — - — - rami delta curva O^p* l^go dei con- 

2 

tatti d'ordine k delle curve del fascio (C) con quelle del sistema [r]* (•). 

45. Con simili coiididerazioai, daU'Oss. II del Teor. XVIII 
(Mem. I)^ si ricava il 

Teorema XXIV, — Dati nel piano un fascio di curve (Q, d'or- 
difU n, ed un sistema lineare 00* di curve, [r]', d'ordine m, 

se P e un punto base (ryplo del fascio (C), tale cbe i gruppi di 
tangenti ivi alle singole curve del fascio costituiscano una involuxfotu 
di raggi, sen^a raggi base, di grado r e prima specie, 

se P I inoltre punto base {^yplo (<i X k) del sistema [F]*, tale 
cbe i gruppi di tangenti ivi alle singole curve del sistema costituiscano 
un*involu:(ione di raggi, sen^a raggi base, di grado <x e specie jfc, 

se inoltre per P non passano curve cbe siano contemporaneamentt 
parti di curve del fascio {C) e del sistema [FJ*; 

k(k + i) 
allora esistono, in generate, (Jc+ i)ff + ^ ^ (2 r — i) curve 

del fascio ( C) aventi in P ra + k+i inter se^^ioni riunite con curve 
del sistema [F]\ e tali curve sono ivi tangenti alia curva O^p , luogo 
dei punti ove le curve del fascio ( C) banno un contatto d'ordine k con 
quelle del sistema [FJ* (*♦). 

46. Sia (C) ua fascio irredutiibile di curve d'ordine «, e [F] 
una rete irredultibile di curve deH'ordine /;/. Supporremo che non 



(•) Se esistcssero piii di — ^^ — - — - curve del fascio (C) toccanti ivi curve 
di [F]' secondo contatti d'ordine *, allora la curva nj.p passcrebbe, necessarian 

mcnte, con ^^ "^ ^^ + 1 rami, a'.meno, per P, ed ogni curva del fascio avrebbe 

2 

percia un contatto (k + i)-punto con una curva di [Vf in P. 

(**) Per tn== If ifc = i, <j = i> cfr. Gucci a: Ricerche etc, etc, Mem. 11^ 
Teor. XXXVIIL 
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csista curva del fascio (C) che abMa parti in comane con curve della 
rctc. Prendiamo trc curve lineannente indipendenti T, , r^, T^ nella 
rete e consideriamo la curva F* variabile nel fascio individuato da 
r, e da r,. La curva QccHrro luogo dei punti di coatatto delle 

I a 

curve "del fascio (C) con quelle del fascio (F, , F*) genera, come 
sappiamo, un fascio (0(c)(r r*))> d'ordine m + im — 3 quando la 

curva r* descrive il fascio (F, , Fj) (Mem. I, n** 9). 

Indicheremo con /^ il numero delle intersezioni di due curve 
del fascio (Q(c)(rr^)) ^^^ avvengono in punti base del fascio (Q o 

della rete [F], con Tg il numero delle intersezioni di due curve del 
fasdo (Q(c)(r v)) che avvengono in punti (r)-pli della curva F, o di 

curve del fascio (C) (r ^ 2), o in punti (p)-pli (p ^ 3) di curve 

della rete, con a il numero dei punti. doppi della serie lineare sc- 

'cata su F, dalle curve del fascio (C), con p il numero dei residuali 

punti base del fascio (Q(c)(r rO ^^^ia di quel punti ove due, e perci6 

infinite, curve della rete toccano curve del fascio (C). Si ha quindi 
la relazione 

(i) (2 n + 2 m — 3)' = /, + /, + d + p. 

Se il fascio (C) e la rete (F) sono generali, 4 T^zzzn* (Mem. I, 
Teor. V), /^ = 3(11 — i)' (Mem. I, Teor. II*), a = m(2n + m — 3) 
(n* 37), si ha quindi : 

p z= 3 (w* + imn — in — 3 w + 2). 

. Quindi : 

Trorema XXV. — Dati nel piano un fascio di curve (C), gene- 
rale, delVordine n^ ed una rete di curve [F], generale, delVordine i», 
esistono, in generale, 3 (m* + itnn — in — 3W + 2) punti del piano 
eve una curva del fascio i tangente ad infinite curve della rete (*). 

(♦) La formola (i) pcrmetterebbe la determinazione de! numero di uli punti 
qualunque siano il fascio (C) e la rete [F], esc^uso per6 il caso deU'esistenza di 
curve multiple che faccian parte di curve del fascio o della rete. In tal caso bi- 
sognerebbe considerare i'effetto che lo spezzamento delle curve ^/;Vp p) Pi^ 

40^ ad doe membri della (i). 
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47. Sia (C) un fascio irrcduttibile di curve d'ordine «, c -(F) 
un altro fascio irreduttibile di curve d'ordine m. Supponiamo die 
dessuna curva del piano sia contemporaaeamente parte di curve dal 
•fascio .(Q e di quelle del fascio (F) e che nessuna curva, contata 
piu volte, faccia parte di una curva di (C) o di una curva di (F). 
Indichiamo con [F] una rete di curve dell'ordine m che contenga 
il fascio (F). Consideriamo le (2 w + 2 m — 3) (6 n + 3 w — 9) 
intersezioni della curva Qj-p, luogo dei punti di contatto dellecurve 
del fascio (C) con quelle di (F) (Mem. I, Teor. I), coUa curva Q^r 
'luDgo 8ei contatti tripunti delle curve del fascio (C) con quclle«della 
Tfltc [FJ (Mem. I, Teor. VII). Indicheremo con /^ il numcro diitali 
;intcrsezioni che cadono nei punti base dei fasci (Q, (F), con J[^ il 
numero di quelle che cadono nei punti (r)-pli (r^2) di curve del 
fascio (Q od in punti (p)-pli (p ^ 3) di curve del fascio (F), con 
p il numcro dei punii ove una curva del fascio (C) i tangente ad 
inSnite curve della rete [F], con t il numero dei punti ove uaa 
curva di(C)ha contatto tripunto con una curva di (F). Si ha evi- 
tledtcmente la relazione : 

(2) (2 « + 2 m — 3)(6 « + 3 m — 9) = /j + /^ -f- p + T. 

Nei caso in cui i fasci (Q e (F) siano generali, la curva Qj^p 
passa con un ramo (Mem, I, Teor. V) per ognuno degU n* ipunti 
base del fascio (C), e la curva Q^r passa ivi con 3 rami (Mem. J, 
Teor. XIV), nessuno dei quali i ivi, in generale, tangente ad Qcr; 
quindi quivi cadono 3 intersezioni di Hq^ con QJr> ^ P^^ consc- 
guenza J^zzi^n*. Similmente, per ognuno dei 3 (» — i:)**punii doppi 
di curve del fascio (C) la curva flj;p e la curva^Q^ppasaano rispet- 
tivameme con uno e con due rami, e non sonoivi tangentit(Mem.*I, 
Teor. 71* e Teor. X), quindi J^=z6(n — i)\ 

Inoltre p = 3 (m* + 2'mn — in — 3 m + 2) (Tt»r. ^XXV^, 
quindi 

T = 3 (n* + w* + 4 mn — 6n — 6 w + ^). 

Cio6 : 

Dnti nei piano due fasci (C), (F), generali, de^li tn'dinin Mm^ 
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esistono 3(fi* + m* + ^mn — 6n — 6 m + s) punti ave curve dei 
due fasci hanno contatto tripunto (*). 

48. Siano (Q e [r] un fascio ed una rete di curve, generally 
degli ordini n, m. La curva Q^p luogo dei contatti tripunti delle 
curve di (C) con quelle di [r], passa con 3 rami a tangenti distinte 
(Mem. I, Teor. XIV) per ognuno degli «* punti base del fascio (C), 
ed ha un punto doppio ordinario (Mem. I, Tcor. X) in ognuno dei 
3(11 — i)* punti doppi di curve di (C), ed in ognuno di cssi ha per 
tangenti le tangenti ivi alia curva di (C) passante ivi. Si pu6 vedere 
facilmente che la curva Q^p non ha, in generale, altri punti multipli 
fuori di questi. II suo ordine 6 (Mem. I, Teor. VII)6» + 3w — 9, 
quindi il suo genere 6 

«=7(6ii + 3m— io)(6if + 3m— 11) — 3n" — 3(11— i)*. 

Le curve di (C) secano su Q^p una serie lineare g\ dcirordine 
v = if(3ii+ 3m — 9) [escludendo i 3 n* punti fissi che sono nci 
punti base di (C)]. In ogni punto doppio del fascio (C) la curva li^p 
passa con 2 rami, e su ognuno di questi la serie g\ ha la singola- 
riti [o, 3] (*^), quindi 2 dei punti doppi della serie lineare g\ cadono 

(^) La proposizione su esposta fu enunciata dallo S teiner ncI!.! Mcmoria: 
AttgtmHfU Eigtnsehaflin der algehraischen Curven (Giornalc di C r c 1 1 c, t. XLVII;; 
cssa t stata dimostrata recentetnente dil sig. Bcrzolari nclla Xoti: SuIU 
curve plane che in due dali fasci hanno un semplice tin doppio contatto oppure si oscti" 
lamo (Atti dcl'a R. Ace delle Scienze di Torino, L XXXI, 1 896); piii gcncra'mcntc il 
sig. Segre nella Nota: Inlorno ad un car alter e delle super ficie e dtlle variety su' 
pariori algebriche (Ibid.) detcrminb i! numcro dei contatti tripunti di curve di due 
fasci dotati di punti base mu'tipli ordinari, c diedc anzi un mctodo per ca'co'arc 
tal numcro per due fasci po3ti su una supcrficie a^gcbrica qua'unque. Pcr6 ncl 
caso in cui net piano si abbiano i fasci (C) c (T) qualunque, purch^ soddisfaconti 
alle condizioni poste in principio di questo n°, servono le fortnolc (2) cd(i) da 
noi date in questo n^ e nel n° 46, per la dctcrminazione del numcro dei con- 
tatti tripunti. 

(*•) Perchfe la curva del fascio (C) passante ivi, fe tangente ad entrambi i 
rami di O^p » e pel teorema di d e J o n q u i 6 r e s-B r i 1 1 (n° 38) ogni suo ramo 

ha ivi 5 intersezioni con Oip 

Xsni. arc* Maiem.t t. XI» parte I'.^Stampato il 15 gennajo 1897. 6 
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su ciascuno di tali rami (n° 38). In complesso quindi 12 (n — i)* 
punti doppi della serie gl cadono in punti doppi del fascio (C). 
Inoltre in ognuno dci p = 3 (w* + 2 mn — in — 3 w» + 2) punti 
in cut una curva del fascio (C) & tangente ad infinite curve della 
rete, la curva Ujr i tangente a tal curva di (C) (n** 38), quindi un 
punto doppio della serie gl cade ivi. 

Restano y = 2 (v + tt — i) — 12 (« — i)' — p punti doppi della 
jserie gl^ nei quali evidentemcnte (n° 38) una curva di (C) ha con- 
tatto quadripunto con una curva della rete [r]. Facendo i calcoli, 
trovasi : 

q = 6 [$ n* + m^ + 6 mn — ij n — 9w+ 14]. 

Si ha quindi : 

Teorema XXVI. — Dati nel piano un fascio (C) ed una rete 
[r] it curve degli ordini n cd m e gentrali, esistono, in generale, 
6 [3 n* + fw' + 6 w « — 17 fj — 9 1« + 14] punti ove una curva del 
fascio (C) ha contatto quadripunto con una curva della rete (♦). 

Per m=i si ha il numero dei punti d'ondula:^ione delle curve 
d'un fascio generale d'ordine n. Esso h 6{n — 3)(j « — 2). 

Per n = I si ha il 
V . CoROLLARio. — La classe dellUnviluppo delle rette tangenti alle 
curve di una rete generale d' or dine m in punti d*ondula:(ione e 
6m(m — 3). 

Palermo, giugno 1896. 

MiCHELE'DE FrAMCHIS. 



(•) Per ricavare questo teorema potevamo servirci del metodo adoperato 
nei n* 46 e 47, ottenendo i! vantaggio di avere formula valevoM per fasci e reti 
qualunque, di evitare Tintroduzione del genere di n*p e di ottenere incidental- 

mente II numero dei punti ove le curve d'un fascio hanno contatto tripunto con 
infinite curve d*un sistema lineare (x3 . Non abbiamo seguito tal metodo, perch6 
in questo case ricliicdc ragionamcnti lunghi c ca!co!i laboriosi. 
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SULLA RISOLUZIONE DliLLA CONGRUENZA 



x^* = b (mod p^). 



Nota del Dr. Nicola Amici, in Montecassino. 



AJunanzA del a8 giugno 1896. 



Suppongo b primo con py poichi quando fosse 

b=p'b, 

e b^ primo con p^ se 

s ^0 (mod 2*) 

la congruenza non i& impossibile, altrimenti i impossibile; e nel primo 
caso la risoluzione della congruenza data si pu6 ricondurre alia ri- 
soluzione delPaltra 

;c»* = *, (mod /)^«) 

dove b^ i primo con p e X, <[ X. 

Ci6 prcmesso dimosiro il seguente teorema (*) : Date le due 



(*) La dimostrazione di qucsto toorcma nel caso di m = 2 h stata data dal 
prof. Tone Hi: RenJiconti della R. Accademia dci Lincei, Classc dellcscicnze 
lisiche e matematiche, etc., vol. I, 1° seuicstre, fasc. V. 
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congruenze 

(i) x" = i(modj>) 

(2) x^ = b(modp^) 

dico die se si suppone deterniinata una radice della (i) si potri, 
purchi tn non sia multiplo di p, dcterminare subito una radice 
della (2). 

Infatti sia a una radice della (1) si avr^ 

a" ^b(modp% 
dalla quale si ha 
(3 ) a^^-'- = bP^"' (mod /). 

Ora se determiniamo y in modo che si abbia 

(4) ;y9(/)^)=/— i(modm) 



(il che pu6 sempre farsi^ avendo supposto m primo coo p) e mdi- 
chiamo con ^ una radice della (4) si avrJi 

p<p(/)^) — p^' + I = o(mod tn) 
cio6 

se moltiplichiamo la (3) per i*"' avremo 

dob 

(oef^-'M)- = bMp^y^t = J (mod/) 

dunque a^^' M i una radice della (2), la quale si ottiene elevando 
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la radice della (i) a p^* e moltiplicando per b^ dove 

P erchi sia possibile la (4) i necessario che m noo sia multiplo 
di ^; quindi in questo caso, come abbiamo accennato, il teorema 
non si verifica; ma si pu6 vedere che quest'eccezione dovea neces- 
sariamente presentarsi^ poichi se m & multiplo di p non k la stessa 
la coadizione richiesta per la possibilid della (i), che della (a). 
Cosi date le due congruenze 

x^^^(mod/) 



x^sb(modp% 



la prima si riduce a 



x^ b(moip) 



che i cosi risoluta; per Taltra invece si richiede che si abbia 

*/^(f-«)si(mod/). 

Questo teorema si potrebbe applicare alia risoluzione della con- 
gmenza 

x-sft(mod2^) 

quando m h dispari; ma in questo caso h piJi facile procedere nel 
snodo seguente. Qualunque sia b purchi dispari, si ha 

i.^« s I (mod 2^). 

Determiniamo y in modo che si abbia 

2^^y ^ — I (mod Iff) 
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esiste sempre uno ed un solo vftlpre di j che $od<Us£i la prccedente, 
sia a questo valore; avremo 



i*^'« s I (mod 2^) 



e quin^i 



i»^"^' = Kmod 2^); 



ma poichi 



2a" ^ — I (mod m) 



sarii 



2«+" =: qm 



ed allora 



(iO"=*(mod2^). 



Dunque M i la radice richiesta. 

Dopo ci6 il nostro problema h ridotto a risolvere la congruenza 

x** = ft(mod/)). 

Essendo p un numero primo dispari si pu6 scrivere 

p = i'b + I 

dove b h dispari; possono darsi tre casi, cio& 

k = s; * > ^; ife < 5. 

Cominciamo dal primo caso, sia cioi da risolvere la congruenza^ 

x^'^b(modrb + i) 
perchi questa sia possibile si deve avere 

(^ ^ I (mod p). 
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Infatti ne sia a una radice, si avr^ 

a»' = *(mod/>) 
ma si ha sempre 

a*'*= I (mod/)) 
quindi 

i*= i(mod/>) 

doDque i condizione nccessaria ed k anche condizione sufficicnte, per- 
ctii ammessa questa condLzione si possono determinare le radici 
della proposta. 

Infatti essendo b dbpari la 

hy ^ — I (mod 2*) 

h possiliile, ne sia a la radice; si avrfi 



i**= I (mod/)) 



e quindi 



b^^ = h{mo^p) 



ma 



Aflt + I =:2'y 



perd6 



(t0^' = i(modj^) 



dunque 



A- = ±i^(mod/)) 



sono due radici della congrucnza proposta. Si poteva procedcre anche 
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cosi; porre 

(0 *;s*,(mod/>) 

(2) xJ = *,(mod^) 



(x-i) xl.,=x,(voodp) 

(0 x'.^bimodp) 



da queste si avrebbe 



xJs^(mod^) 






e quindi 



x^s-t^Cinod/)) 
jcj* ^ A(inod^). 

Poich& abbiamo trovato che ^b'^^^ h una radice delta con- 

gruenza (s) sosdtuiamo nella (s — i) in luogo di Jt, una volta i**"'* 

c un'altra volu — i**"'*. Supponiamo i> i poichi se fosse s=zi 
le radici sarebbeio gi^ determinate ed espresse da 

X ^± b^(moip). 
Inolire osserviamo che, date le due congruenze 

(i) x*=«(mod/>) 

(2) ^*^ — a(niod^) 



SULLk USOLCZIOXE DELIA CDSIGKUEXU X^^i(inoip^y 49 

t se ±^ sono radid della (i) si ha 

P* = ii(iiiod/) 
inoltre 

Se coo g s'iodica on oumero non residuo quidradco rispetto a p 

g~^-i(fnodp) 

g* a^ — a(iDod p) 

g* ^' = — a(modp) 
perci6 

/ = ^^p«(iiiod;^). 

Ed essendo x^ i, le radici di quest' ultima sono ±g ^ ^. 
Ritoniando al caso nostro per la prima sostituzione si avraoDO 
le radici 

per la seconda sostituzione si avranno altre due radici 

Le quattro radici si possono scrivere in complesso cosi : 

x^. = ± i*'""*«*^'**'(mod/>) 

quando si convenga che s, possa assumere i valori o ed i. Sosti- 
tuendo le due prime nclla (s — 2) si ha 

<^ = fc*'"**^*'"'**'(mod/)) 
Hmd. Circ MaUm^ t. XI, parte x*.— Staxnpato il 19 gexmajo 1897. 7 
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alle quali corrispondono ie quattio raiid 



Sostituendo le altre due si ha 



iH, 



le otto radtci si possooo scrivere in complesso cosl 

quando si convenga che e, possa assumer« i valori o ed i. Coa 
rinduzione matematict si dimostra trhe la formola h vera in gene- 
rale. Supponiamo infatti che siasi giunto ad avere per r ^s 

(I) x^^o = It i«'-'^^*'-*^'^»-»*»*H*"^*^'«-.> (mod p). 

SostSUiettite Ukift 4elte priiM t«dici nella (i -^ r) oongfuenza 

Le radici corrispondenti a ciascuna delle precedenti saranno : 

jc,^ = ± fc»'*'^'^^«'*'^'H«i+»«a-^a««j-h..+*'^«ir-i)(inod^). 
Se invece si sostituisce ciascuna delle altre si avr& : 



xj^ = — t*'^^^*'^*<'«"^«»'^«'«J+"-^*'"^-«>(mod/>) 

e noi sappiamo che le radici corrispondenti a ciascuna di queste sono 
4$U ddllt 



convenendo che s^ possa assumere i valori o ed i. U complesso 
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d«Ue niki <t data dalU 

Du^ique la iQfiQpU & v^f ia gcii^rale. 
Qra nella (0 facciaoK) if?sr ^ avr«jEc^ 

che d^ tutte le radici deli^l cimgruttf^a proposta. 

Dimostriamo che rcalmente queste sono tutte le radici; per 
av^fle 4Qbbi;^mp farff 

8, = e, = ... = e^, = o 

ed avremo una radtce 



%,^}i e, = $,= ,..= e^, z= Q 



e, = i; e, = e, = ...=«,_, = o 



cd avremo cosi s — i radici 

e, = e, = i; e e, = e^ = . . . = e^, = o 
....,.•••••• 

e finalmente 

e, = e^ = e, = ... = e^, = i 

avremo cosi in tutto 

Ma siccooia MM^aaa ndiM va presa uA i«9i« ±, quiodi il 
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numero delle radici h 2'. E poichi il modulo della congnienza pro- 
posta h primo, essa non pu6 ammettere un numero di radici mag- 
giore del suo grado; nel caso nostro esscndo il grade 2\ se dimo- 
striamo, che le radici da noi ottenute sono tutte diverse fra lore, 
resta pure dimostrato che Ic radici trovate sono tutte e sole quelle 
che soddisfano la congruenza proposta. Osserviamo prima pcr6 che 
g deve appartenere ad un esponente della forma I'.b^^ e b^ deve 
essere un divisore di b; poichi se fosse 

gtni = i(mod/>) 

ed r <[ f posto s — r = t\ t '^i elcvando alia potenza af ; 
Aa = -T- si avrebbe 



,9p^n 



g'-'* = I (mod p) 

ci6 che k impossibile, perchh ; i an noa residue quadratico. On 
se g appartiene a I'h, non si potr4 avere 

^■si(mod^) 

se m non i multiplo di 2'b,. 

Osserviamo inoltre che nella fbrmola 

il massimo esponente di g si avri quando 

«, = «, = «,= ...= «^ = I 
allora si ha 

Se 

x&±f^ e Jf = ±*»^(mod^) 
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sono due coppie di radici, ace non potranno assumere valori di- 
veisi da 

o, I, 2, . . . 2^^'— I. 

Cib posto dimostriamo che le nostre radici sono tutte distinte; 
se cosi noQ fosse si dovrebbe avere 

(I) *»^*- = ±i*«*'(mod/)). 

Supponiamo a e c diverse fra ioro ed a maggiore di c, poichi 
se fosse a=zc Iz radice b^^ sarebbe la stessa che M^, non pu6 
aversi 

b^g^^-Vg^(moip) 

perchi si avrebbe 

2^^o(inod^) 

ci6 che h impossibile. Dalla (I) si ha 

e quindi 

f^^^ ^ I (mod^), o g^^^ s I (mod p) 

cib che pure h impossibile poichi dovrebb'essere 2 b (a — c)uamul- 
tiplo di 2' ^„ ma b per supposizione h dispari quindi 2(0 — c) dovreb- 
b'essere divisibile per 2\ ma 2 (a — c) h sempre minore di 2', per- 
ch* il caso piii sfavorevole si avra quando ^=0 ed fl=2*"' — i ed 
in questo caso 2(0 — c) = 2* — 2. 

Dunque tutte le radici sono fra Ioro distinte e la congruenza 
ptopostz i completamente risoluta quando k= s. 

Passiamo ora al secondo caso; supponiamo cioi k'^ s. Sia 

(i) x^sb (mod p)i p = 2'^\ 



Pttichi wt poisibile la (i) fr nccessario si alibia 

i* ^ I (mod ^); 
questa h anche con^izione sufficiente; infatti poaiajpo 

A jf ^^ — I (mod 2*) 
ne sia a una radice, st avri 

**«=i(mod/>) 

i*^" = *(mod/^); 
quindi 

(jy s fc(mod^); X = It M 

cosl restaao determinate due radice della (i), e 

A* s I (xnodp) 

h condiztoae sufficiente. Dalit teorit degl*indici sappiamo che la (i 
ammette 2' radici, vediamo di determinarle. Dico che esse^id^ 

e g vm non rtsiduo qvtdratieo rispetto a p, tac|i« 

Mwek'^g^imodp) 
i una radice della proposta 

(±M/B»(mod^) 
inoltre si ba 
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ed elevMte tfla poteHta 2*^ si ottiene 



moltiplicaado questa per la (2} si ba 

perci6 ±f^b^ sono due radici della (i); ed allora si deduce chc 

dJi tutte le radici della (i); poichi a pu6 essere qualunque e perci6 
pu6 assumere uao igiahnque dti mlori 

Oy ly 2, . . . 2*"* — I 

e nella (3) dando alle e i valori o ed i in tutte ie combioaziooi 
possibili, otteniamo 2' radici> le quali soao tuns incoBfrne Ira loro 
e ci6 risulta dalla dimostrazione data nel caso precedente. 

Veniamo ora al 3" caso In cui t<[^; in questo caso possiamo 
applicare il metodo per la risoluzione delle congruenze di seoondo 
grado (•). Sia 

perchi questa sia possibile i ssecessan isi abbia 

i^is v(noip) 
dalla quale si 4i& 

(ft*"*-'* _ i)(J«'-*-'* + I) = o(modp). 



C) Dato dal prof. ToQeiJ4, -luogo OiOito. 



$6 NICOLA AMIC I. 

Ora essendo p primo devc dividere uno dei due fattori del primo 
membrOy non pu6 dividerli entrambi perchi dovrebbe dividere la 
loro diSerenza, cio6 2 meotre p^ 2. Quindi si deve avere o 



i* * s I (modp), o r = — I (mod^). 

Se h verificata la seconda, sia g un non residuo quadradco ri- 
spetto a p^ si avri 

^*^**s-i(mod^) 

se con jf, s'indica un numero che pu6 assumere il valore o, od i, 
secondo che h verificata la prima o la seconda, in ogni caso si ha 



^.'-'*7«A*'-*-'*^,(inod/^). 
G>n I'induzione matematica si dimostra vera la formola 

dove si deve determinare quando le y devono prendere il valore 0| 
od I. 

Nella precedente facendo 

r = s — k 
si ha 

^«*K/.+«ni^..+*'-*-*jr,^.) J* ^ I (mod^). 

Giunti a questo punto possiamo porre 

by^ — I (mod 2*) 
e determinare Tincognita, di cui il valore sia a, si avri 

e quindi 

^a»AaOr,-^a/af ..H.a'-^«7i-»-.i) J*«+« = J (mod p) 

iflC+ I=2j 
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peici6 

¥f = h{modp) 





SoDO coA dccennioate doe n£d ddla coogrncnza pro pos ta ; 
indichiamole coo ± ^. Allofa oBcrriamo che invece di risolvere la 
(i) si potranoo risolTere le 



0) 


*Jsx.(iiiod/) 


w 


i^ = *,(inod^) 


(I- 1) 


jtt^ = x,(mod/) 


(») 


^,^i(moip) 


e pdchi 






^^ = b(iDoip) 



ne s^ue che dzP'^""* i radice di xl^h(tnodp). 

Ragionando come si h fatto nel primo caso si trova che 

di tmte le radid cercate. Cosl la coogroenza h risolota anche in 
qoest'oltiiiio caso. 



Mootecassino (CasertaX xo giagno 1896. 



Nicola Amici. 



Mimi On. M4Um.9 1, XI, parte i\— Stampato il 5 febbrajo 1897. 8 



SULL'ORDINE DELLA VARIETA 



GENERATA DA PlO SISTEMI LINEARI OMOGRAFIQ, 



Nou di Mario Pierii in Torino. 



Admuan 4cU*8 aowmbn 1896. 



La quistione di cui tratta il presente articolo i stata pienamente 
risolta da un recente lavoro algebrico del sig. K. Th. Vahlen (•): 
ma la sua particolare importanza agli ofHcii della moderna Geome- 
tria projettiva ne fa desiderarc un'esposizione pii!i diretta e conforilitf 
ai mezsi propri di quesca scienza; Tuso dei quali non t pertogliere 
ad essa quistione in semplic't^ e brevity quel che le dona in evi- 
denza. 

c Essendo dati, neWambienie projtttivo n-dimcnsionaU 5, ,' h si- 
stemi lined ri 2^,^, 2^,^ • . . 2^jj di varieth algebricbi da H — 1 
dimensioni, tuUi della medesima specie o grado d'inflnith i 
i riferiti projeiiivamente fra loro; e dati ancbe gli ordini 



(^ c (f^r <M Grad dtr EHminalionsresuJUinie iims GliicbungsysUtms b, 
CreIIe*s Jouriul, Bd.ii) (1894).— Ed anche senza di ci6, g 'i schiaritnenti oflferti 
sovr*essa dai molti cjsi partico'ari noti da tempo, non lasciavano, si pu6 dire, 
alcun dubbio circa la sua general so'u/ione. /'r</f scgnatamcnte Cremona 
c PrtlimiHori ad una Uoria giomtlrica di-U suferficie^ cap. VIII (nc!Ia traduzione 
te^es^ di Max. Gurtze, Berlino 1870). 
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l», f Wa» • • • ^k ^i quelle varieta, si vuol trovar Vordine del luogo 
geanutrico d'un punio, nel quale concgr ratio k varicth corrispondenti 
del k iij/^iwi ».— Designeremo quest'orJine con F[if, , if,, ... n^; t]. 
Aozitutto si osservi die questo luogo, come variety subordiaau 
in 5,9 esiste solunto sc: 

Q^n + i — k<^n, quindi i -< k; 

e possieJe allora « + * — ^ dimcnsioni : laddove sc i = ib ogni 
punto di 5*. comparisce un0 ed una sola volta come punto del iuogO| 
sicchi questo pu6 aversi in tal caso come varieU del i^ or dine ad 
n dimensioni : 

(?) P[n^, It,, ... It*; *]=i. 

Di poi, per U nat^jra stessa del problema, i i ud aumero inr 
(frp maggiorp delf'unita, i uq oiimero intero posifiw q nulla. Ma 
per k=^2^ tc= ^ $1 ha immediauxnente (Priacipio di Chasles): 

(t) F[n,, n,; r] = if. + if,; 

f »» I ^ ?# / 55 Q [Teorcjpii di B.ezoul (♦)] : 

(3) -P[lt, , It,, ...» ^hi O] = II, lf,lf, ... If». 

^ (0» (^) c (3) rispondono al quesito, nei valori estremi di 
h o ^l h Siippof^ggsj dwque | > ?, ^* < ^; « si preada a piacere 
in 5, uno spaziQ liaejafie Sk^ di « -r j(« + f -r- i) = ^ .-r f dimcor 
sioni. Se ora si chiamino omologhi in questo due punti A ed A\ 
sempre che 4 gU^^i^ ^.9 ^1^ yarieitii del sistema 2^,^ qd A' in ciar 
scuna delle ^ — i rariexi che corrispondono projettivamente a queila 
negli altri sistemi, il nuniero delle coincidenze (ra punti omologhi 



i^) DelVestensiooe di queko teorema agli spaxt superiori in veite geome- 
4ck« ttatu 4101 mia Uou< mSopra urn Ucfetma ii Gtomsiria ad u iimsKiUmlw nd 
Gionule di Matenutiche, vol. XXVI, pp. 251-254. 



sarJi precisamente Vordine che si desidcra. E guardando ai caratieri 
o gradi della dipendcnza algebrica cosi stabilita fra i punti deir5| | 
— che 6 quanto dir della serit oo*"^ generata dalle coppie (^, A*) — la 
somma del quali sappiamo esscre appunto il numero delle coincidence 
o punti doppt della serie (*); si scorge dapprima che il nomero delle 
coppie (At A*\ per cui A & dato a piacere, viene espresso dal sim- 
bolo -F[», , «, I ... w* ; i — i] : atteso che le varieti di 2^,) pas- 
sant! per A formano un sistema lincare subordinato di specie i— * l» 
e i h — I sistemi iineari corrispondenti almedesimoin 2^,^, 2^,^, ... 2^^^ 
generano da parte loro una varicti di n + 1 — i — (* — i)= it + i — k 
dimension! e d'ordine F[n^j n^, • . • n^\ i — i], che taglia in al- 
trettanti puiiti A' lo spazio S^_^. Secondariamente apparisce che il 
numero delle coppie {A^ A% per cui A stia in una retta data ed 
A' in un dato iperpiano dell'54_j, vale n,. F[», , if,, ... n^; fj : 
perchi, mentre A percorre tutta la retta, le varieti di Z^.^ che passan 
per A descrivono n , volte tutto il sistema 2^,^ , e le loro corrispon- 
denti in 2^,^ y 2^,^ > • • . 2^,) producono n^ volte la variety generata 
da questi k — i sistemi Iineari omografici, la quale h per ipotesi 
d*ordine F[«, , «, , ... n^\ i] e di if + » — (* — i) dimcnsioni; 
sicchi Tomologo di A cade n,. F\n^ > n, > • • • Hji ; d volte nel dato 
iperpiano. Infine, tutti gli altri gradi della serie qui considerata son 
nulli; com'i facile a vedere. Dunque, per k^2 ed i<CJi sussisterit 
la relazione: 

(4) ^j^o ^a> — »»; »]=*»i^[«a» ♦»! — ♦»»; d + iT*».> »5> — *»» «— J]- 

Le condizioni (i), (2), (3) e (4) determinano pienamente la 
funzione F\ poichi se ne cava per via tutta aritmetica: 

(5) F[n,, n„ ... «»; i] = ("" Yj." "»); 



C) V^di Caporali: « MemorU di Geometria^^ pag. 329 (Napoli, Pelle- 
rano ed. i838) e Fieri: viSul prineipio di ccrtispondeniay etc*. (RendicoDti de" 
Lincei) iSSj) e « Formulg di cotncidMia^ etc » (Rendiconti del Circolo Mateni«» 
tico di Palermo^ 1S9X). 
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dove il simbolo ( * * »> • • • i\ ^^^ /^iii>o, i posto a rap- 

presentare la somma di tutti i prodotti, in oumero di ( ], che 

nascoDo moltiplicando fra loro tn ad tn in tutti i modi possibili gli / 
numeri a,, a,, ••• a^ — ossia la somma delle comhinaiioni ordi- 
narie di classe m fonnate con questi numeri, considerata ognuna 
come pfodoUo de' suoi elementi — e per m = o rappresenta Vunith. 
Come ogaun vede, la relazione (5), dove si metta ordinata- 
mente 1 = ^; 1 = 1, it = 2; 1 = 0, convertcsi nelle precedenti (1), 
(2), (3). Per f = I, * > 2 si ha dalle (4) e (3) : 

^[,^1 > ♦'u •••*»> ^^ *r^[^a I ''j > • • • **»> + ''a'*! • • • *'»> 



e queste eguaglianze sommate membro a membro, dopo aver mol- 
dplicato la seconda per n,, la terza per m, ff,) • • • , T ultima per 
n^n^ .. . if]^ con avviso alia (2) dinno subito: 

di pieno accordo con (5). Seguitando, potremmo salire man mano 
ad I = a> 3> • • • ecc. Ma, per concludere in breve, basta sol ri- 
scontrare (argomentando da i — i ad 1) se, una volta ammessa la 
(5) coo un valore particolare 1' — i di t ; vale a dire se supposto : 

^l»'i > ♦'a f • • • W» J * — ^J = I L f ' -4- I / * 

se ne deduca la veriti di essa (5) per 1 = i\ E cosi h nel fatto; 
poichi dalle ^uaglianze : 



^3 HAtIO P;PRI. 



F[n,, n„ ... n»; «'J = i»,FK, i»,, ... «»; <"] + ("" j^'J^ V/ "M , 



F(«|^#, «JUi/^, t ••• •M M -*••*:-<' '^[•^-i^'H^ •*-•+»» ••• •»> fj 






desunte d.! qucU'ipotesi e daUa (4% $i ricav), ^ttesq anchc UCOf 

e ques;^ non i che la (5) opporti}Qamepjte sviluppiitj^,^ e dpve sia 
posto I = f '. 

Si eoncbide da d6 die precede : 

f II liiogp geoipetrico 4ei puoti d'un 5, , in pasCBQP diei ^iiali $i 
c tagliano k variety ^orrispondenti di k sistemi lineari di i"*^ $pei(i«» 
c composti di varietfi da if — 1 dimensioni, e riferiti pcojetdva- 
c mente fra jbto, h ^rvl v^|ie(i di n —k + i dimep^ioni (purchi 
<o^if — k + i ^n) d'ordine eguale alia somma dei prodotti al- 
c gebricamente dtstinti, che nascono al moltiplicare fra loro i vari 
3 ardini «, , «, , . , . n^ di d.etti sistemi presi a i -rr- 1 per volcf ia 

t tutti if.) modi possibili; — c d'ordincugualeairunitise i = i>. 

Qp^to numei:o i al tutto indipeadeote dalle dimensioni deU9 
spazio ambiente. Infiniti sono i casi offerti gik dallo spazio ordinarlo 
(if = 3): cioi per pgni dato valore di i (fatta astrazione da f = ft) 
tn luoghi, corrispondend a it==i -f- i> * = ' + 2, ^=:f + 3, che 
sono rispettivamente una superficie, una linea, un gruppo di punti (*). 

* — ■ 

(*) Cfr, Cremona, al luogo citato. 
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Ni meno importante i il caso di «, = n, = n^ z= ... = n^ = i, 
che si presenu quaodo i k sistemi sono forme fondamentali d'iper- 
piani coliineari : il luogo dei punti comuni a k ipeq)iaQi omologhi 

h allora una varieth di n — k + i dimensicni e d'ordine i . ] (*). 



Novembre 1896. 



Mario Fieri. 



O Dei "si /=*, * = «+ I, n + l, e i = «— i, * = «, w+i tratta i! 
Veronese ai n* 46 e 48 dcMa Mcnioria: k Propctivisebe f^erhdltnissen etc. » 
(Math. Amuleiiy Bd. XIX;; nelia quale non si contemplano ipotcsi piCi generali. 
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IL METODO DEL GRASSMANN 



NELLA GEOMETRIA PROIETTIVA. 



Nota n* di C. Burall-Fortl. in Torino (*)• 



kiamuML 4«1 14 ftttnjo 1I97. 



In questa Nota ci proponiamo di studiare le propriety delle omo- 
grafie che ad ogni forma P di prima specie fanno corrispondere una 
forma di prima specie funzione lineare di P e di una forma fissa fF 
pure di prima specie (**). Le omografie proicttive che a quest e cor- 
rispondono (Nota I, pag. 192) contengono le ordinarie amoJogU e 
prospettivith, e dinno rapidamente i metodi di rappresentazione di 
cui fa uso la geometria descrittiva, insieme ai teoremi fondamentali 
dei quali questa continuamente si serve. 

Per brevity di scrittura e per esprimere in simboli alcune pro* 
posizioni, scriveremo: 

P|} Fs> ^s> rispettivamente, al posto di forma di ptifna, xe- 
conda, ferxa specie; 



(*) Vedi la Nota I* nel tomo X, pp. 177*195 di qaesti Rendiconti. 

(**) Per il principio di duality si ottengono in modo analogo le omografie 
che ad ogai formi di terza specie ic hnno corrispondere una forma di terza 
specie funzione lineare di it e di una forma fissa 6 pure di terza specie. 
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▼^ v*y v' al posto di vettort, hivtttore, trhettan; coo m indi<- 
cheremo il trivettore uniti (^). 

Per le omografie ricordiamo le definizioQi e propneti seguend. 

Sieno U, U\ W sistemi lineari ad n dimensiont di fonne georoe^ 

triche. 

Se a, X sono omografie tra gli 17 e gli IP, diciaaio che <r = X 
<]uaQdo qualunque sia la forma P di U si ha che <tPz=\P. Ncllc 
stesse ipotesi poniamo (9 + \)P = ff P + XP e « +^ i un omografia 
poicht (fT + X)(P + Q) = C<r + X)P + (<i + \)Q e (<i + X)(mP) = 
7=ai[(#*fX)P]. So « i nn'omografia tra gli 1/ e gli (/' e \ i una 
omografia tra gli U' e gli U*' poniamo XaP = X(aP) e la i una 
omografia tra gli U e gli 17". Se a & un'omografia tra gli U e gli 

U poniamo a' =: « ed esscndo n un numero intero e positivo po- 
wamo oT*^* zi^ 9* 9; se a fc invcrtibile poniamo a"^ z= (a")"* e facil- 
^leote si dimostra che le potcnze di 9 godono delle proprietl^ delle 
poieiiie del nwneri. 

5 5. — Omoffrafle coUineari. 

Dicianio che una corrispondenKa lineare 9 tra forme di prima 
specie e forme di prima specie h una omegrafia collineare, quando, 
«siste una forma di prima specie fissa fV tale che qualunque sia la 
£>rma di prima specie P si abbia che <rP i funzione lineare di P 
« di IF, (cioi aPeqP + qfT). 

La forma tF dicesi ^ forma centra • della omografia c. 

Teorbiia I. — Se a & un omografia collineare la cui forma 
centre h JF, allora & determinato un numero s e, almeno, una 
CofBM di tei^t specie a, tali che qualunque sia la £brma di prima 



O Secondo qutnte abbiamo detto net la Nota I si ha che : 
{ttolo piaiettlvo ^ poais (F^ » 10); retta prolettiva s= posiz (F^ F^ » 10) 

fyMO proiettivo =s poeU (F^ i» co) 
panto airinfinito = posiz (v ^ i o); retta aH'infinito = posiz (v* ■■ 10) 

pitoo all1afi«ito 9 posh (▼' «- 10) ^ posfz /». 
4ML Qrc Mafim^ t XI, parte i%— Suropato il 6 marzo 1897. 9 
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specie P si abtna 

(l) iTP = sP + (P^)JF. 

Dim. — Se P, P' sono F, allora^ per ipotesi, sooo detcnninati i 
numeri s, s\ s" I, l\ V tali che 

9Pz=sP +IW, aF = s'P' + V W, 

9{P + PO = r{P + P') + V'W. 

Ma a, per ipotesi, 4 un'omografia e quindi ^P'\'P')=!9P'\'9f\ 
in conseguenza 

sP + x'P' + (/ + ZO JT z= r{P + PO + r JT. 

. Se moltiplicbiamo i due membri per una forma di terza specie 
p che contcnga P' t W (cio4 tale che P'P z= fTp = o) si ha 
jPPz=j"Pp, cioi s=zs'\ In modo analogo si dimostra che j'=j". 

Da ci6 si deduce che : < esiste \m sol Aumero s tale che 
«P = jP + /fri. 

Sieno era P^, (r=ii a, $r 4) quatfra F, ip4y>?i^fmtliCSono 
detennioati i oumeri /^ uli che l :.i'r-,: -j 









r t 



"^ j(]j : . \-4 iii -J 



ed h determinau la forma « di terza specie tal<i dit i.Mioi j.l 

essendo P.P^PjP^ il tetraedro uniti, Se ■ P i .una /E^rqujiJuii^ii^i 
sooo determinati i numeri x^ tali che 

P =: X, P, + .VjjP, + *,P, ^ *4f4r ., : f ,.y .^ :•) 

(*) La a 6 la forind che fispetto alle ?; Ha i ttttinikeri /, per coordinate, 
clofe si ha che .li'-li. ■■.-t.-:,:- 

ft 

» = /,?, P, P^ + /, P, P, F, + 1, P4 Pj F, +'i^Pi P. P, . 
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Essendo Pa = /,jc, + /.*. + /|JC, + /4*^ si ha che 

che dimostra il teorema. 

Con la notazione 

(a) a=[x, JT, «] 

intendiamo esprimere che a i romografia coUineare tale che per 
qualunque forma di prima specie P sossiste la formula (i). II teo- 
rema I dimostra che ogni omografia coUineare pu6 assumere la 
forma (2). 

La forma di terza specie « che comparisce nelb (2) dicesi 
c forma base 1 della omografia a. 

Teorema il — L'omografia [s, Wt «] h Tidcntitk^ (cioi 
\s^ IV, a]z= i) solo quando si=zi e, o la forma centro (fF) o la 
forma base («) t nulla. In simboli 

[s, W^ «] = I, r= .•. X = I : JF = o. w. « =1 o. 

Dim. Se / = I e, W=o o « = o» allora dalla (i) si ha, 
^ualunque sia P, che aP^P, cioi #= i. 

Viceversa. Se <i=i, allora dalla (i) si ha che (^i—s)P=(Pck)IV, 
da cui, molciplicando per P st deduce che (Pa)(Pfr) = o qua- 
lunque sia P, il che avviene solo quando o ^=oofle = o; ma 
^e KT = o o « = o allora (x — x)P 3 o, cioi s:szi. 

Teorema III. — Se le omografie coUineari 9=:[/y IV, «], 
^ = [/, , 1V^ , a J non sono identita, allora <r = «, solo quando 
^M'zms, ed esiste un numero reale e non nullo im tale che lV^:=mW 

« ••= i.a,-i=i: I.D : : ^z^ a,. = .*. x = x, : iweq- 10. W^=zmW. 
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Dim. — Se x =i: j, ed esiste il numero m talc cha JV^zsim W^ 
a = ma^, allora dalla (i) si ha, qualunque sia P» che 9P =z a^P^ 
cioi <T = a^. 

Viceversa. Se <r = a^ allora dalla (i) si ha 

(a) sP + {Pa)lV = s,P + (Pa.) JT. 

ovvero, moltiplicando per P 

Questa, essendo W e fF^ forme non nulle (Teor. 11) dimosirt 
che la retta P IV passa sempre per il punto W^ , cioi dimostni chat 
< esiste un numero m tale che lV^ = tnW 9. Ponendo nella (If) 
mJV zl posto di W^ si ha che Pa=rm(PflC,) cioi tosim^^. 

Sostituendo nella (a) si ha che s tns^. 

Vedremo nel § seguente le appltcazloni di questo teoremt. Per 
ora ci limitiamo ad indicnre alcune propriety delle omografic colli- 
neari che facilmente si deducono dalla noudooe (2)« 

Poniamo 

(3) [w^. «] = [1. w, .] 

e dalla (i) si ottengono facilmente le fortnule 
(4) [X, IV, *]-[W, ct] + J - i; [s, W, a]=S^JV, JL\:=,s^^, eel. 

La prima delle (4) vale qualunque sia s e riduce ognt omografil 
collineare generate alia somma di un'omogtafia [t, JV^ ot] con un 
numero. La seconda delle (4) vale solo per s diverso da tcto, e 
riduce Tomografia collineare generale al prodotto di tin*omografia 
[i, fF, d] per un numero. Eccettuate le omografie [o, fF, a], die 
sono del resto prive di interesse, tutte le altre omografie collineari 
si possono ridurre alia forma (3). 

Se m, n sono numeri tali che m + H h diverso da zerO| allora 
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dalUl (i) st ba fitcilfflente che 

^> M + » ■ L ' ■» + • J 

che dinno proprieti baricentriche delle omografie [W, a] t quiodt 
^liclia delle omografie generali [x, fT, a] per x diveno di lero. 

S 6. — ColUneazionL 

Chiamiamo « Gillineaakme •, ognt omografia coUineare della 

[W, «] [Vedi S 5. (3)]- 
la ci6 che segue resceri sempre soctinteso che 

e=[jr, «] 
^^'^^ JT 4 alia fomu di prima ^ede e a i una fbrma di terca 




n. PfF,.D.»P = (fF<i + i)P + (P»F)«. 

La I 4 cooseguensa iimnediata della (i) del $ 5. La II si de- 
duce daUa I osservando che (Pa)^ = (P^c + (^«)P. Per 
^9 I si ottieae la posizione di aP con costruzioni baricentriche, dal 
^^nto P e dal punto W; per la 11 si ottiene la posizione di aP 
^OQ costruzioni baricentriche, dal punto P e dal punto di incontio 
^clla retta IV P con la posizione della forma base di <t. 

Si dimostrano fiicilmente, valendosi delle prop. 1, 11, le propo- 
^Uod scgneati 

IIL PfF,.D.-.P(<rP)=:0.==::Pfr=:0.v^.Pot=:0 

rV. PaP,.e-=i.P(eP)- = o.D.rapp[»; (Pir)ii, P, 
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Y P P P Pt¥ PPPP o D ^2^'^^^^^^^- 

* I* a* }* 4 

= >F« + I. 

La III dimostra che P i, lispetto a a, uniu, solo quando g^ace 
sulla forma centro o suUa forma base di 9. La IV dice che h co- 
stante (ed eguale a fTa + i) il birapporto formato col punto fF^ 
col punto di incontio della retta P fV colla forma base, col punto 
P e col corrispondente di P. 

Indichiamo con a> il trivettore unit4, cioi il trivettore tale che, 
essendo un punto qualunque, il tetraedro Oo) & destroso e il suo 
volume & I. 

VI. F.-Xe{<iXev[ = F. - ri{X[a> + (»^a>)a] = o[. 

VIL PeF,.Dp.<iPev : = .« + (W^«)a = o 

VIIL [a> + (fra>)a]ev'. = : W^ev.-.aev'. 

La VI esprime che : c Una forma di prima specie X hz, ri- 
spetto a a, per corrispondente un vettore, solo quando X giace sulla 
forma di terza specie o) + (fF(k>)a i. Ci6 si deduce subito dalla I 

osservando che (<iP)a)=Pa) + (Pa)(W^«)=P« + P[(»^«)a] = 
P[a) + (^a))a] e che (<rP)cd := o equivale alia condlzione c aP 
& un vettore*. La forma o) + (fF(k>)a dicesi c forma limitei della 
coUineazione a. 

La Vn esprime che ogni F, ha per corrispondente un vettore 
solo quando h nulla la forma limite di a. La VIII esprime che la 
forma limite di a & un trivettore solo quando la forma centro h un 
vettore, o la forma base i un trivettore, (infatti [a) + (f^ «)«]« = 
= (W^a>)(aa>)). 

Quando 9 non h I'identiti noi poniamo 
(i) centro 9 = posiz fF, base 9 = posiz « 

e il teorema III del § 5 prova che il centro £ 9 & un punto fun- 
zione di 9 e che base 9 & un piano funzione di 9. 

II numero Wat, + i che comparisce nelle prop. II, IV, V, di- 
ces! < birapporto di 9 1 e lo indichiamo con la notazionc rapp 9} 
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poQiamo 

CO rappa= Wn + i. 

X teorema III del § 5 dimostra che rapp a h funzione di a. 
Chiamiamo < limite di a > e lo indichiamo con lim <r il luogo 
^^ \3unci che sono posizioni delle F, avente per corrispondenti dei 
^^ori. Se la forma limite di a non k nulla allora dalla prop. VI 
^^ Vi^ che 

lim a = posiz [« + (W^«)a]; 

^ la forma limite di a & nulla, allora (prop. VII) lim a h Tinsieme 
^i tutti i punti. II teorema III del % 5 dimostra che lima h fun- 
lone di a. 

Se la forma limite di <r non & un trivettorc allora anche la 

orina base di a non h un trivettore e si ha che lima & un piano 

^roiettivo parallelo al piano basea, perchi il triangolo <k> + (W^<k>)a 

si ottiene dal triangolo {Wt^oL (che ha la medesima posizione di 

ot)y mediante una traslazione. 

Osservando che per la coUineazione a = \W^ a] possono va- 
siare gli elementi W^ a senza che vari a, risulta I'importanza degli 
^lementi proietlivi centro a, base a, rapp a, lim a, che sono, in certo 
^DM>d9^ d^li Jovarianti della omografia a. 

';: Si )^i^tl!(K cqse precedent! consideriamo, in luogo del sistema 

generale delle F, , il sistema (a tre dimensioni) delle F, , che hanno 

la posizione in un piano proiettivo ^, allora si ottengono le colli- 

neaziom ael- piano w. In seguito noi supporremo note le propriety 

deile' jsoUitt«aitooi>* piane che si ottengono dalle cose precedeoti so- 

stituendo alle F, le F^ del piano fisso. 

I ..■,»■■». -- 

§ 7. — €hiMHagia. 

Diciamo Omologia in luogo di < Collinea:iiione a birapporto non 
QuUo > « Scrivendp (/)Uin e Omolog al posto di cpUineazione e omo- 
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logia^ abbiamo 

Omolog = Collin ^ ae {rapp a i- = o[. 
I. aeOmolog. <T • = I . men — lo . o . a^eOmolog— 1 1. 
centro a* = centro 9 . base a* = basea • rapp <r* = (rapp <i)*. 

Questa prop, esprime cbe : < se 9 i on omologia diversa dal^ 
I'identiti e m & un numero iotero non nuUo (positivo o negativo), 
allora a"* h pure un omologia diversa dalfidentitil che ha con a a 
comune il centro e la base, e il cui birapporto h la potenza m°^ 
del birapporto di a t . 

Dim, — Se <t = [lF, a], c fF, A^ B, C sono delle F, indipcn- 
deoti allort daUa I del S 6 si ba che ((TW)(aA)(9B)(aC)z^ 
{W^ 4- \)WABC e qnindi <r k ompgra&a inverttbile, o, in altri 
termini, qualunque potenza di <r & un omografia. 

Qualuoque sia ixt si ha dalla I del § 6 cbe 

(i) a" JF = (rapp <i)- W\ 

dalla medesima prop, si ha pure, moltipUcando per vT'^ e tenendo 
conto della (i), che 

(T-P = <!••"-• P + (rapp <i)"(^0 ^• 
Da questa formula per m positivo si deduce che, 
(2) d^'P = P + [i + rapp (T + (rapp <i)' + ... + (rapp <y)"^n(Pa) W 

(ay ^-P=P~[(rapp<rr + ("PP^^r + -• + ("PP<rn(P«) W 
e q[ueste formule dimostraoo il teorema (*). 

^— — ■■■■ 111! m n il 11 11 111 ■■■»■ II ii«i iiMii.! *m ■■■ — ■■■■■■■■■». 

(*) Se poiiiamo h =s rapp v dalle (a), (ay si ha per m poticnro o aegativo 
<r«»P = P + ^-=li.(P«)fF, o, <r"'P = P + m(P«)»^ 

secondoch^ |p 6 dlverso da i o ^ f^pule ad i. 
Se poniatno 9 = [^, a] si ha che 



= [W. ^^ *]• o, d- = [/n «•«]. 
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Sieno a^ h due elementi geometric! proiettivi per i quali abbia 
^cevuto significato la (rase « distanza di a da ^ >; al posto di questa 
Crase noi scriveremo dist(ii, b). Si ha il teorema 

n. ae Omolog — 1 1 . centre <r — e posiz o) . base <r — = posiz a>. 
^11 «N . D . dbt (centre a, lira a*) =r dist(base <r, lim <t"*). 

c Se a & un omologia diversa dalPidentitli il cui centre e la 
^ui base sono elementi propri e se m & un numero intero positive, 
sdlora la distanza del centre di a dal limite di a"* h eguale (in va- 
S.ore asselute) alia distanza della base di a dal limiie di (T^ >. 

Dim. — Essende centre a c base <r elementi propri, dal teorema 
^lil del $ 6 e dal teorema precedente si deduce che lima"" c 
im 9~" seno piani proprii parallel! a base a. 

Poniamo a = [fF, a] e |p=:rappa. Fissiame sul piano a il 
enso positive della rotaziene e sia grand a Tarea, col segno, del trian- 
olo a. Sia d la distanza, col segno, di centre a da base <r e A^ la 
distanza, pure col segno, di centre <r da limcr"*. 

Osservando cbe per h^-= i la forma limite di a" & 



p = a> + y— i(fra>)flc 



\ ha che 



I ^ fTa I ^ jrp 
-A = a '* T^m — 



3 grand a * 3 "• grand P * 



Ma il triangelo p si ettiene dal prodotto di a per il numero 
«)(4" — i)f(b — i) raediante una traslazione e quindi 

grand p = Wa^ -r-— — grand a; 

6 DOto (G. Pea no, Calcolo Geomeirico) che *''=i-f-<yH — pH r+"' 

rie convergente. 
DalU I si deduce con semplici calcoli che 



•^" = ['^'^x=rr4 ""• ^' = ^- 



Risalta dunque che $^^^ h una omologia che ha con a a coraune II centro 
^^ base e il ciii birapporto va!c ^* 



Kmi. On. H^€m,^ t, XI, parte i *•-— Stampato 11 6 marzo 1897. 10 



74 C- BURALI-FORTI. 

in conseguenza si ha 

A*" — I 

Si ha dunque che 

e questa formula, che vale anche per i!? = i, dimostra ii teorema. 

IIL <ie Omolog. o : a* = i . = . rapp a = — i. 
c Un omologia h involutoria solo quando il suo birapporto h 
eguale a — i » . 

Dinu — La condiziooe a*=:i equivale a ar^a""'. Questa equi- 

vale, qualttnque sia P, a P « = P a e quindi risulta dimo- 

strato il teorema. 

IV. <ieOmolog:meN . (t*" = i. -=^a:d. <i* = i. 

c Se un omologia & ciclica, allora essa & involutoria*, e si di- 
mostra come la precedente. 

V. aeOmolog. D.\ lim<iz=lim<T"'. = :<i*z=i.^,lim<i=posiz». 
« II piano (*) limite di una omologia coincide col piaoo limite 

della sua inversa, solo quando o Tomologia 6 involutoria o il suo 
piano limite h airinfinito >. 

Dim. — La condizione lim a = lim a"' equivale a 

[« + (?ra>)a][a. - -J_(»-<,)aj =0, 



che sviluppata di 



0+riPF^)(^'")(»") = °- 



Dicesi affinith ogni omologia diversa dall'identiti avente il cen- 

(*) Si osservi che se [IV^ a] k un omologia la forma limite non ^ nulla 
perch^ ir[« + (JFw) a] = (rw) (fTa + i). 
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•mro iraproprio e la base propria. Ad ogni punto proprio corrisponde 
Tin punto proprio perchi W<a = o e (<TP)6) = Pa). II rapporto tra 
iin tetraedro e il suo corrispondente & cgiule aU'inverso del birap- 
jfono di afEniti (§ 6 prop. V). 

Dicesi omoteita ogni omologia diversa dallMdentit^ avente il 

<entro proprio e la base impropria. Se W t un punto (Wc)= i) 

^llora ad ogni punto proprio P corrisponde una forma di prima 

specie la cui massa i il birapporto di omotctia, poichi (§ 6, II) 

^oP^ta = (Wx + i)Pa) 3= rapp (7. Segue da ci6 e dalla prop. V 

<Iel § 6 che il rapporto fra un tetraedro e il suo corrispondente (ri- 

spctto a posiz (j) vale il cubo dell'inverso del birapporto di omotetia. 

Hssendo W un punto proprio e P un punto proprio si ha che 

posiz <rP = -^ =zlF+ —-(P — W) 
*^ rapp <T rapp d ^ ^ 

e di Tordinaria costruzione deH'omotetico di un punto e dimostra 
ad ogni figura corrisponde una (igura simile ad essa. 



Dicesi congrutnT^a ogni omologia il cui centro e la cui base 
sono dementi impropri. Se 1=1 [W^ a], allora fTa = o e quindi 
fappa =1. Si ha pure che a = iw ove k i un numero e quindi 
t^ P z= P + klV, cioA ogni congruenza i una traslaiione. 

II lettore ricooosceri facilmente che le omografie proiettive che 
3ono le posizioni delle omologie ora studiate sono le ordinarie omo- 
l<^ie proiettive. Noi abbiamo sostituito al termine ordinario « piano 
^eironK)Iogia • il termine generico base, perchi i teoremi enunciati 
3.ono con lievi cambiamenti applicabili anche alle omologie plane. Al- 
X*usuale tenniae < caratteristica deU'omoIogia » abbiamo sostituito il 
Pennine < birapporto dcH'omologia >, poichi rapp (7, da solo, non ca-* 
-wratteri^l^a Tomologia <r (*). DI pii non abbiamo seguito Tuso co- 
:xnune di considerare Tomologia (come del resto ogni trasformazione 

(*) II lettore pu6 facilmente eaunciare e dimostrare con i tnetodi usati fin 
<}ua i teoremi ordinari riguardante i vari modi di individuare un*omologla« 
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proiettiva) come una doppia trasformazione tra un^L prima e seconda 
figura e una seconda e prima figura (*), il che porta p. es. a con- 
siderare due piani limiti per una sola omologia. 

S B. — JProspeUMtiL 

Diciamo Prospetiivith in luogo dt < GiUineaztoae a rapporto 
Dullo >. Scrivendo Prospet al posto di prospettiviti, abbiamo 

Prosper = Collin ^ a e {rapp a = o[ 

o pift semplicemente 



Prospet = G>llin ^ rapp o. 

Se (T=z[W, d] e fF, A, B, C sono F, mdipendenti allora 
(<y JF)(<yi^(<iB)(<i Q = o quando rapp<y= W^« + i =0 equindi: 
t le prospettivitfi non sono invertibili 1, vale a dire^ se <r i una pro- 
spettiviti a~' non & una omografia. 

I. <re Prospet . . centro <r e Urn <r 

IL (re Prospet . Pe F, — i o . D . posiz a Pe base a. 

La prop. I esprime che in ogni prospettivit^ il centro appar- 
tiene alia figura limite. Ci6 h evidente se lim a & tutto lo spazio; se 
lima 4 un piano allora <«> + (^w)«-" = o c W^[a) 4-(^««>)«] = 
= rapp<r(^a>) = o che dimostra il teorema. 

La prop. II esprime che ogni forma di prima specie ha per cor- 
rispondente una forma avente la posizione in base a. 

Se fF & un punto proprio e base a non h il piano airinfinito, 
allora posiz <r h Tordinaria proiezigkb cemtralb (**) di cui fF t i\ 

• 

O Si presenta con questo tnetodo orilinario sotto una forma incompleta e 
non ancora prccisata 11 concetto di corrispondenza. Riguardo alle notazioni 
centro ffy base a, lima osserviatno che esse permettono di rappresentare nel dise- 
gno due o piCi omo'ogle piane e di leggen la figura senza bisogno di altre indi- 
cazioni. Ci6 non si raggiunge ccn le ordinarie notazioni. 

(**) Indichiamo qui un sistenia di notazioni per la proiezione centrale che 
ci sembra possano utiltnente sostituire le notazioni ordinarie assai incomplete. 
£sseiido F ana figura (dasse di punti) si indichi (come si fa ordinariamente) coo 
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ce^^Jro e base a i il quadra. Sc W^ i un vettore, cioi centre a i un 

Pi:s^K3to all'infioito, allora posiz <r & un ordinaria proieziome parallela. 

Qualunque sia la forma P non nulla e di prima specie poniamo 

A J^« A A 

' grand a • '^ 

Se P i un punto proprio allora dp h la distanza, col segno, da 
^*-^ca. Se P i un vettore e & un punto qualunque proprio di 
^^>^e <r, allora si ha che Ap = A^p , cio& ip & la distanza da base <r 
^^H'estremo del vettore P quando rorigine di P sia un punto di 
'^•^KCff. Dalla prop. I del § 6, osservando che Jra= — i, si ha che 

(»:> aP = P-4^fr. 

Se prendiamo d per uniti di misura si ha dalla (i) 
C*^ P = <rP + Apfr. 

Essendo ^ un elemento fisso^ la (2) prova che la forma P h 
^^^^pratntata dando la forma (xP sul piano proprio basecr e il nu- 
^m dp, Se P & un punto proprio o un vettore, allora, per la proie- 
oe centrale, <sP h una forma di massa i — ^^ o di massa — ^.p ; 
la proiezione parallela <r P & un punto proprio o un vettore; in 
^'^A^st' ultimo case, se ^ i un vettore normale a base <r, si ha che 
iz<r i I'ordinaria proubzione auoTATA. 

il luogo delle immagini (o proiezioni) del punti di F; questa notazione k in- 
^OKnpIeta perch6 dovrebbe contenere rindicazione del centro e del quadro; essa 
"***« pcr6 in pratica poich6 h inutile, in ogni caso, cambiare gli dementi di ri- 
^^^''iiiieiita Si scriva, p. es., / al posto di punto alTinfinito; allora, se a & una 
'^^^ J a (al posto di J^d) vale « punto alPinfinito di a »; quindi (Jay vale 
* ^'Uito di fuga di a » : in luogo di (Jay si pu6 scrivere Jf a, non per6 /a' che 
^'^ « punto airinfinito dell'inunagine di a », Analogamente, se a & un piano, 
''* ^^1c cretta all'infinito di a» e (/a/ o J' a. vale « rctta di fuga di a ». Indicando 
. '^ lettera fissa, p. es., it, il quadro, allora a it, aic (al posto di a^tc, a^^ir) 
^^^^ao la traecia di a e di a. Nel disegno, p. es., un punt-) con I'indicazione 
^==s pa rappresenta la retta a che passa per il centro di proiezione; due rette 
V^^^cle con le indicazione aic, ^a rapprescntano il piano oc, e questa nota- 
'^^ h molto pid chiara deU'ordinaria (j, }'). 
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Se j2> R sono dellc F, qu.ilunque, dalla (2) si ha 
(ay P|2 = (<rP)(a0 + [Ae(«rP) - ^,(,aQ)]lV 

y, PCif = (<rP)(<r0(<TU) + 

+ [A,(<T 0(<Ti?) + Ae((ri?)(,TP) + A^(«rP)(a 0] JF 

e si ottiene cosi la rapprescntazione della forma di seconda specie 
PQ c della forma di terza specie PQR mediante gli elementi che 
rappresentano P, Q, R. Dalle formule (2), (2)', (2)" si possono 
ottenere le ordinarie proprietl delle prolezioni centrali e parallele. 
Per6 ci6 che pii inieressa far rilevarc i che dalle formule (2), (2)% 
(2)" si pu6 dedurre la geometria descriuiva delle forme geometricbi, 
la cui importanza si rende evidente osservando che le F^ rappre- 
sentano sistemi di forze e che quindi un metodo semplice di rap- 
presentazione delle F, conduce a risolver^ rapidamente il problema 
della composizione delle forze nello spazio, problema che con i me- 
todi ordinari (Monge) i assai complicato. 

Sia <T=[ff^, a] una prospettiviti. Se p 4 una F, non nulla noi 
posslamo individuare in infinite modi tre forme di prima specie j4y 
By C tali che A t B appartengano ad x e a p, C appartenga a ^ 
e il tetraedro IV A B C non sia nullo. Si ha che (§ 6, I) 

qA = A, (sB=B, aC=zC + rJF 

ove r = Ca & un numero. Alia a si pu6 dunque dare la forma 

(J> "-W.A.B.C ) 

e <T, che i una corrispondcnza tra le F, dello spazio e le F, del 
piano a i anche una corrispondenza tra le F, del piano P c le F, 
del piano a. Indicando con X questa trasfonnazionc lineare tra due 
sistemi di F, a tre dimension! si ha che 

(4) -(ttc^'")- 
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L'omografia X dices! prospeltiviii tra !e F, d: ^ c le F, di a. 
Essa i invertibile e X~* i una prospettivita ira le F, dl x c le F, 
di p. Noi chiamiamo centroX il centro^i, bascX la retta x^:=retia ^B, 
limX rdemento geometrico comune al piano ^ e a Urn?. Se limX 
4 una retta propria, anche lim X"' fe una retta propria c limX c limX"'' 
sono parallele a base X. 

£ facile riconoscere che posizX i I'ordinaria prospettiviti di 
centro il punto fV tra il piano ^ e il piano z. 

Se /, /, K sono vettori uniti (o di egual moJulo) sc J c K 
sono normali ad / e se & un punto proprio, allora ponendo 



\0. I j) 



si ha che X h una rota^iont del piano OIK intomo alia retta 01 
dell'angolo (if, /), ovvero un ribaltamcnto del piano 0/iiCsul piano 
OIJ\ Taltro ribaltamento h dato da 



_/0, /, -K\ 



e cosi dei due ribaltamenti di un. piano in un altro resta fissato 
anche il senso, quahdo sia dato il senso deila rotazione positiva sul 
piano nonnale ai due piaui dati. 

§ 9. — TeorenU. 

In ci6 che segue <t, , (r, , (t, , ... soncr coUincazioni, e poniamo, 
per f = I, 2, 3, . . . , 

Tborema I. — Se Ry S sono sistemi lineari di F, > se (x, i col- 
lineazionc invertibile tra le if e le 5, se (7,?^, —^zo, e se \z=:<j,Ga7\ 

* 21 ' 312' 

allora: i® X i una collineazione tra le F, di 5 e le F, di ^^^^R\ 
Z^ il centro di X i la posizione del corrispondcnte rispetto a <y. 
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della forma centre di a, [centre X = posiz ff, (centre a,)]; 3* la base 
di X i il luogo delle posizioni delle corrispondenti rispetto a <r^ delle 
F, giacenti in £ e in base (r.. 

Dim. — Sia Q una F. di R. DaUa / del S 6 si ha 

Sostituendo nel secondo membro al posto dx (r^QlX yalore dato 
dalia I del § 6, si ha dopo semplici sviluppi e ancora per la I 
del S 6, 

Se poniamo 9^Q=zP, si ha che Q=z9^P, perchft a, ft inyer- 
tibile tra le i? e le S, e quindi la (i) diviene 

Questa formula dimostra il teorema, perchft XP ft fiinzione It- 
neare di P e di <y, W^ e perchft, essendo a, W^,-=o, le P appar- 
tenenti alia base di X sono quelle tali che (^T* P) a, = 0. 

CoROLLARfo. Sc, stando le ipotesi del teorema I, si ha che a, , <r^ 
sono omologle, allora, X ft un'omologla, centre X = posiz a, (centro^r,), 
base X = posiz <t, (base <t,), e rapp X = rapp 9,. Infatti in tal caso 
R=zS = F, e quindi Xa, fr. = (r,(r, JT, = (r.(A. »^,) = *,(a, JT,). 

II lettere pu& verificare facilmente che se nel teorema I si pone 
posiz R =z base 9^ , posiz S = base ^^ ^ ^1 » ^a ^^^^ prospettiviti, il- 
lora X ft un'emelegia sul piano base a^ , e per posiz X si ottieoe la 
nota propriety delle proiezieni da due centri diversi di una figora 
plana in un piano. Analogamente, se si pone posiz R = base a^ e 
^1 f ^a sono prospettiviti, allora X ft un'omologia sul piano base <r^ 
e per posiz X si ottiene la nota propriety della proiezione in un piano 
di due sistemi piani prospettivi. £ noto che le due proprieti ora 
ricordate sono fondamentali per la risoluzione dei problem! proiet- 
tivi nella geometria descrittiva. 

Teorema U. — Se R, S, T sono sistemi linear! di F, » se 9^ i 



2^ 
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una collineazione trz R c S, se v^ t una collineazioDe tra 5 e T, 

{base <r "=. base a. ' 
centro a, = centro 9^ 
i^ ^a^i ^ ^^^ collineaziooe tra £ e 7; 
base a, a, = base a, J 

centro <j,c, = centro aj * 
ji centri delle collineazioni <x, , cr, , ^,a, sono in linea retta 

|le basi delle collineazioni cr, , <i, , a, a, passano per una retta 
4^ rapp (a, a,) = (rapp a,) (rapp a,). 

Dim. — Sc P 4 una F, di R, allora per la I del 5 6 si ha 
facilmente che 

(a) <r,<r, P = P + (Pot.) W, + [P«, + (P«.)(»^.«.)] »^.. 

Se supponiamo base <r, = base <j, , aliora 

ove Jfc & un numero, e la (2) divicne 

(3) «T.<T.p = p + (Pa.)[fF. + *A. w;\ 

e questa formula dimostra immediatamente le prime tre parti della 
tesi. Dalla (j) risulta che <x,<t, = [W, a,] ove JF=JF^ + kb, W^, 
si ha che 

t questa dimostra la terza parte della tesi. 

In modo analogo si dimostra il teorema quando centro ff,=: 
centro a, cioA W^=ikW^. 

CoROLLARio I. — Se stando le ipotesi del teorema II si ha che 
a,, ir, sono omologie, allora <x,(j, 4 un'omologia. Infatti A,, A, non 
sono nulli e quindi rapp(<yj<x,) non 6 nuUo. 

CoROLLARfo II. — Sc stando le ipotesi del teorema II in alto si 
ha che a, , a, sono prospcttiviti e centro (x, i un punto airinfinito, 
i{Mi. CirQ, Maiem., t. XI, parte i*.— Stampato Ti i marzo 1897. n 
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allora lim^^a, =r lima,. Infatti la forma limite di <j,a, h, per le 
cose precedenti, a> -[- [(fT, + kh^ ff^jwja, = w + (fF,a))a, che 
& la forma limite di <j^. 

II lettore pu6 facilmente verificare che, se a, & una prospettivit^ 
a centre e base propria, se T=z R c c^ ^ una rotazione di S in- 
tomo a base c, o & un ribaltamento di S in R^ allora le propriety 
della omografia proiettiva posiz(9,<jJ danno le note propriety del 
centro t della retta limite di una prospettivitii fra due sistemi piani 
quando uno del piani ruota intorno alia base della prospettivit^ (*). 
£ noto che la propriety ora ricordata & fondamentale per la risolu- 
zione dei problem! metrici nella geometria descrittiva. 



Torino^ geatujo 1897. 
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(•) Conserviamo le notazioni indicate nella nota a pp. 76-77 per una proie- 
zione centrale. Sia a un piano non parallelo al quadro e non uscente dal centro 
di proiezione, e sia s una rctta di fronte di x. Sia O^, i*omo!ogia (piana sul 
quadro) Che ha per base I'immaginc di s, per retta limite la retta di fuga p 2. 
del piano a e per centro il ribaltamento sul quadro del centro di proiezione, es- 
scndo tale riba'tamento fatto intorno ad /x in un dato scnso. L*omo!ogia Q^^ 
applicata aU'immagine di una (igura di a dk Timmagine del ribaltamento della 
stessa figura sul piano di fronte che passa per la retta x. Se a, , oc, sono piani 
paralleli soddisfacenti alle condizioni di a e x, , x, sono rette di fronte di Xi e x, 
allora le omo'ogie Oapfi , ^2^% hanno a comune la rctta limite e il centro se 
1 ribaltamenti si fanno nelit) stesso sen so; in conseguenza Chxt^ij = Oo^i^ ^-^ 
quando le rette x, , x, stanno in un piano uscente dal centro di proiezione. Come 
abbiamo gi4 indicato (Hi vista di matcniatica, vol. II; qucsta propriety b uti*is- 
sima in geometria descrittiva. Si otticne p. cs., Timmngine del contorno appa- 
rente di una super(icie di rivo*uzione applicando Tinvcrsa di un omologia O^, al- 
Tinviluppo di un sistcma di circonfcrcnze che sono le immagini dei ribaltamenti 
dei paralleli in uti sistema di piani di fronte^ sistema (he rcsta individuato d^H'o- 

molopii t^ Ecc 



ii 



SUL PRINCIPIO DI DIRICHLET. 



Osservazione del Prof. Vito Voiterra, in Torino, 



AduiuasA del aS fdibrmjo 1S97. 



I. In quasi tutti i corsi sulla teoria del potenziale newtoniano 
o logaritmico si suole esporre la dimostrazione di Neumann svX 
principio di Di rich let (*). 

Ma nella trattazioae del detto metodo si ipcontra ordinariamente 
una diQcolti, la quale, senza infirmare 11 metodo stesso, pu6 dar 
luogo a qualche oscuritlk. 

In uq corso di lezioni del 1888 (^) tentai superarla, ed alcunl 
miei coUeghi avcnJo spcrimentato favorevolmente la osservazione 
che feci in proposito desidorarono chc venisse pubblicata, il che mi 
permeno di far qui brevemente. 

Noter6 ancora che ci si pu6 valere della stessa osservazione 
neir esporre il metodo di Robin per la determinazione della densitli 
d'uno stratQ di livello (***) e cosi in alcune altre questioni analoghe. 



O Ueber die Methode des aritmetischen Mittels I, 11 Ablu XIII, XIV B(L 
d. Abb. d. K. Sichs. Gesell. d. Wiss. 

(^) In qucIl*anno mi limitai al potenziale logaritmico. II Dott. Bigiavi 
IQ an corio successive app!ic6 lo stesso procedimento al potenilale newtoniano. 

(^) Comptcs Rendus dcs stances de 1 'Academic des StkMM, 1 CIV; 
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2. Non star6 a spieg.ire in che cosa consista la dimostrazione 
Ji Nouniann c mi varro senz'akro Jella dcnominazione di /««- 
:(tone aggiunta ormai generalniente adottata. 

Col metodo di Neumann si giunge a provare che se 17 4 
una fuQzione finita e continua data sul contorno convesso e P & la 
sua aggiunta, si ha 

oscillazione ^ ^^ ^ 
oscillazione 17 

in cut X ft un numero indipendente dalla funzione U^ ma che di- 
pende solo dalla forma del contorno. 

Tale dimostrazione ft pienamcnte rigorosa quando ft possibile 
dividere il contorno in un numero (inito di pezzi in ciascuno dei 
quali U ft superiore al suo valore medio (*), mentre negli altri ft 
inferiore o eguale al valore medio stesso. 

Ma nel caso del potenziale logaritmico in cui il contorno ft una 
linea si vede facilmente che questo fatto potri non presentarsi quando 
la funzione U fa un numero infinito di oscillazioni pur essendo con- 
tinua, e nel caso del potenziale ncwtoniano si comprcnde facil- 
mente che la detta divisione in due parti del contorno dari luogo 
a difiicold ancora maggiori. 

Per togliere nelle dimostrazioni ogni dubbio, che perci6 potrebbe 
presentarsi, baster^ provare che ogni funzione finita e continua U 
pu6 mettersi sotto la forma di una serie convergente in egual grado 

in cui per ciascuna ^ U^ pu& cseguirsi la divisione del contorno 

m 

in un numero finito di parti, in alcune delle quali ^ U^ sia mag- 

I 

giore del suo valor medio, mentre nelle rimanenii ft minore o eguale 
al detto valore; giacchft, una volta dimostrato questo, avremo che 

(*) Per valore medio intendo qui la media fra 11 massimo ed il minimo 
valore della fuiuione. 
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^ seric dcllc fuDzioDi aggiunte P z= ^ P, sari pure unifonnemente 

X 

oscillazionc ^ P, 

i— <^. 



oscillazione ^ U^ 



^^^^^^n^ il rai^xnto 



.,, . n oscillazione Y P, 
oscil lazione P ^ 

oscillazione 1/ .„ . ^ rr 

osallazione 2^ U^ 



potri superare X. 

3. Ora il detto teorema nel caso in cui il contorno in cui i 
^^finito U i lineare si dimoitra cosi. 

La U pu6 ritencrsi come una funzione di una variabile x defi- 
^ita in un intervallo (ab); onde, considcrando .v, y come un sistema 
^i coordinate cartesiane, y = U(x) rappresenteri una linea L nel 
^iano X, y. 

Dividiamo {fxV) in n^ parti in modo che entro ciascuna di esse 

17 faccia una oscillazione minore di — :-. Prendiamo i punti di L 

^he hanno per proiezione suU'asse x i punti di divisione, conside- 
xiamo la spezzata che ha per vertici i detti punti di L, e chiamiamo 
jf=/i(x) la sua equazione. Allora la serie (i) sari subito costruita 
prendendo 

U,=f,~f^,, /„ = o. 

Nel caso in cui il contorno sia una superficie convessa proiet- 
tiamola da un punto intemo sopra una superficie sferica avente il 
centro in quel punto. Potremo evidentemcnte considerare U come 
una funzione dei punti dclia superficie sferica e determinando questi 
puDti mediante la latitudine e la longitudine (f, potremo conside- 
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rare U come una funzione di e 9. Supponendo poI che 0^ 9» ^ 
siano ua sistema di coordinate cartesiane, avremo che :f = 17(6, 9) 
rappresenter^ una supcrficie che si proietteril sul piano 6, f secondo 
un rettangolo di lati rispettivamente eguali a ^ e a 2^. 

Si divida questo rettangolo colle parallele agli assi in n^ ret- 
tangoli in modo che corrispondentemente a ciascuno di essi la oscil- 

lazione della funzione :;;= t7(6, 9) sia minore di -r- (*) e si in- 

scriva entro la superficie una superficie poliedrica a fascie triango- 
lari i cui vertici si proiettino nei punti di divisione. Se :f=/i(6, 9) 
& Tequazione di qucsta superficie poliedrica, si otterrii la serie (i) 
prendendo 17,=/, —/,_,, /o = o. 

4. La dimostrazione fatta nel § precedente nel case del contomo 
lineare consiste nel dedurre dal principio della continuity uniforme 
la propriety che ha qu^lsiasi funzione (inita e continua di potersi 
considerare come limite di una funzione finita e continua avente un 
numero limitato di massimi e di minimi, la quale tende uniforme- 
mente alia prima. 

Questa proprietii giova in varii cast, oltre che nella dimostra- 
aione del principio di D i r i c h 1 e t. Cosl, per esempio, tenendo conto 
che una funzione finita c continua che ha un numero limitato di 
massimi e di minimi & sviluppabile in serie di Fourier uniforme- 
mente convergente, potremo concludere senz'altro che ogni funzioa<^ 
finita e continua ammette una rappresentazionc mediante un poli- 
nomio finito di Fourier con una approssimazione data qualsiasi. 

Questo bel teorema che il Pi ca rd (**) deduce dall'integrale di 
Poisson e dal quale egli fa dipendere una celebre proposizione di 
Weiers trass, risulta cosi provato in via immediata e diretta. 

Torino, 15 febbrajo 1897. 

VlTO VoLTBtlA, 



(*) Ci6 potri farsi giacch^ le funzioni continue di pid variabili sono, al 
pari di quelle ad una varlabile, uniformemente continue. 
(^) Traits d*Ana!ysc, Tome I, page 257. 
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A LA COSTRUZIONE DEL GRUPPO DELL'ICOSAEDRO. 



Nota del Dr. G. Bagnera, in Palermo. 



Adoaaau del a8 febbrajo 1897. 



II s!g» H. Weber al § 52 del secondo volume del suo eccel- 
^'^te trattato « Lehrbuch der Algebra » si propone di costruire un 

oppo finito di sosiituzioni del tipo ( x, TTS J » ^'^^ possegga 

^ :l poll quintupli, 20 poli tripli e 30 poli doppi. Le costanti a, P, 
4r, 5 sono sottoposte solamente alia condizionc di essere scelte ncl 

^ainpo dei numeri immaglnari in modo talc che il detcrminante 

^8 — PY risulti diverse da zero. Un talc gruppo esiste di fatto ed 

^ il notissimo grupt>o deiricosaedro. 

Per costruire questo gruppo I'Autore osserva anzitutto che, am- 

^^essa Tcsistenza, esso, od un suo isomorfo, contiene necessaria- 

^nente le sosiituzioni 



e = (x, zx), i = (x, -^j, 



^cjove f 4 una radicc immaginaria quinta deU'uniti, e trova che al- 
lora i 12 poli quintupli sono o, 00 ed i numeri cspressi da 

f^o), e^o)", (X = o,i, a, 3.4) 
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meote una sosttnaooe del dpo 



x=(-.-^). 



B 
la quale trasfonna poi il polo o in =-- = ^u\ Siccome o ed 00 

SODO i doe poll di una stessa sostitoxiooe, lo stesso avviene per » 
t ^u' che sooo i trasformati mediante x; Q^ ^ ^d e^ca non pes- 
SODO essere i doe poll di una stessa sosdtuztone, percb& allora do- 
▼rebbero essere tali i trasformati mediante 9\ cioi s^tt ed c*^tt, e 
cod si avrebbero due sostituaioni con on solo polo c^ » in comune. 
Quindi ^ u' dere essere della forma c^ a>% e perci6 p h una potenza 
di t; in altri termini^ x ^ ^^^^ finrma 



('•^)- 



Dil^iAy diciamo cbe Tesponente X i nullo. Infatti, se fosse al- 

«^ — I 
tnmentiy il trasformato di a>' mediante y» che & — ? , non es- 

sendo zen)> i della tonnz c^a> o della forma c^a>% con a intero; 
allora, in entrambi i casi, si concluderebbe che la differenza 
t*^^ — «"• di due radici quinte diverse deiruniti 4 realc. 

Condodiamo dunque che il gruppo cbe si cerca contiene la 
sostitoaone 



H-ir^y- 



pdy le tre sostitozioni 9, ^, x generano effettivamente un gruppo 
di grado 60 che soddisfa le condizioni volute. 



Palermo^ a8 febbrajo 1897. 



G. Bagnbra. 



Rpfd. Circ. HaUm.t t. XI, parte i\— Stampato 11 18 iqarzo 1897. la 
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SULLO SVILUPPO 

D'UNA FUNZIONE UNIFORME DI VARIABILE COMPLESSA, 

DOTATA DI SINGOLARITA ISOLATE. 

Oi .SfiRIE COLLE CARATTERISTICHE SEPARATE. 

Nota di F. Buooai in Palenno. 



AdanaaiA del a8 fcbbrajo 1897. 



I, Dato nel piano della variabile complessa un insieme d'ind- 
ntti ipunti i^lati^ cdle affisse 0^ > n, . . w 0/ • • • , in guisa chie si 
p6S90ft6 ordinare le quaDtitii ^o » ^i > ^a • • • P^ ordine di gran- 
dezza dei lofo moduli (disponendo in quelPordrne che si vorri quelle 
di esse che han lo stesso modulo) (*)> e data^ comspondentemente 
a ciascuno dei punti a^, una serie di potenze intere e negative di 
X — a^t senza cermine costante, convergente in tutto il piano tranne 
che nel punto a^ ; i noto (**) come si posia sempre costruire un'e- 

(*} Volendo usare le denominazioni del Cantor « Beitrage zur BegrQn^ 
dung der transfiniten Mengenlehre » (Math. Annalcn, Bd. 46), diretno: £ dato 
un insieme ordinato di punti nel piano, il cui tipo ordinatore ft co, cioft un in- 
sieme la cui potenza k aUph-^ero e tale che di due element! a^^ a^i (v ft un 
numero cardinale (inito) viene Ay prima di a^i, quando \a^\ <^ 'Aih-J c> ^^^ case 
di i tfy I «■ ^^t qUando arg. Ay <C arg. ay^,. 

(**) Cfr. G. M i 1 1 a g-L e f f 1 e r : « Sur la representation analytiquc des 
fonctions monogftnes uniformes d'unc variable ind^pendante (Acta Mathematical 
t IV, 1884). 



SDLLO SmJCTVO D U 



-»- --»- «.*•«. 



avente per punu cntia : r:=:t: r, , 5. , «, — w-s ci^xn^gr sr< 

'^.fe)- «.(t^). <^-;:^v.. . =^ =.^ 

che nell'intonio £ cusccno dct rzzsri « i nrcrgsfsriVCg scctc 



f{x) = G {—^) - s 't -s\ 

^ssendo 9(x — jJ ona fn3zx>Qe olcmcrfi nil'-arorao di tf^ 
L'eqiressione h la segaente : 

/«=«-(t)^£[«.C-^J-'»]- 

in cut Pj(x) son dei polinomi in x, i cui gridi, in generale, cre- 
&cono con /, costruiti in guisa da rcnJere ccmvergente, neirintorno 
^ ogoLpiinto jr a distanza finiu, la serie delle carattcristichc, ed 

in cui G^(' — ) indica la caratteristica ncirorigine, che si suppone 

£ nolo ancora che» in casi speciali, possoao esistere- diveiw 
l^gi.di fioanaziooe dd polinomi P/(t), e pu6 anche avvenire che 
possano scegUersi polinomi P^ coi gradi tutti inferiori ad un numeto 
finitD^ i quali per cooseguenza posson considerarst tutti dello stesso 
^rado finito> che noi vogliamo indicate con m — i. 

Qiuodo ci6 avviene^ avremo dunque una serie, il cui tenntoe 
ft 



°'(irb) -''■«• 



^OTC Pf h un polinomio variabile con I, ma di grado costtnte 
— jy. e noi diremo tal serie uno sviluppo d'ordint m. 
Si hanno sviluppi d'ordine- finito, quando le singolariti^ nei 



^i 



p. BbcCA. 



pund a^ sono singolaritli polaii di ordine p le pi& generally per 
guisa che si ha 



g( ' \^j- ^'^ 



«!)• 



ed esiste un numero finito m tale che le serie 



OP 

z 



4'> 



.flM^I 



(1=1, 2, ...^) 



sian convergent! (*). Ma se le singolaritft non sono singdariti^ po- 
lari, ovvero se, essendo singolariti polari, Tordine del polo dipende 
da / in guisa da crescere indefinitamente al crescere di /, oweio 
se rinsieme h tale che non sia possibile trovare un numero finito 






sian convergent! (come p. es. av- 



m, pel quale le scrie 2^ 

viene se H/ = log /, ovvero a^ = log log /, • • • ed if| = i), allora 
non si pu6 dire, senza ulteriore esame, se colle caratteristiche e 
coirinsieme dato possano formarsi sviluppi d'ordine finito. > 

2. I teoremi di Mittag-Leffler e diHermite sono molto 
utili quando data una funzione uniforme f(x) avente singolariti iso- 
late, si voglia svilupparla in serie colle caratteristiche separate; con 
essi per6 rimane incognita una parte dello sviluppo. Formando, in- 
fatti, le caratteristiche per mezzo della nota formola di Laurent 



dove Yi h un cerchio descritto col centro in n^ e di raggto suffiden- 
tementc piccolo perch& esso stia neirintomo di a^, si pu6 col pro- 
cedimento del Mittag-Leffler, in ogni caso, e con quello di 



(*) H e r m i t e : « Sur quelques points de la thforie des fonctions ». (Acta 
Socieutis Scieotiarum Fennicse, t. XII; Journal fiQr Mathcmatik, Bd* 9a). 



SoLlo sviluvpo d'uha FthiziokB UKiFotiiB, vrc. $^ 

Hermitey in casi special!, fonnare un*espressione analitica F(x), 
che ha le medesime singolariti della funzione f(x); allora la difFe- 
renza f(x) — F(x), non avendo pii!i singolaritli a distanza finiu, h 
una funzione intera che resta ignota e che bisogna determinare caso 
per caso. 

Q proponiamo di dare un metodo per la formazione, in gene- 
xalcy di tale funzione intera; ma, appunto perchi possono esistere 
della funzione data f(x) parecchi sviluppi, diversi, in serie colle 
caratteristiche separate, porremo la questione nei termini seguenti : 

Daia tma funzione f(x) uniforme, avente singolarith isolate, e 
daia una Ugge di cosfn^ione dei polinomi Pj tali che la serie 



ZH^)-'-^'^ 



eonvtrgente uniformemente neWiniorno di ogni punto a distanza 
JSniia^ diverse dai punti a^ , determinare la funzione intera g (x) cbe 
^isogna aggiuugere ad essa affincbh sia 

CO m=t(.') + o.{±) + |[c,(jJ^)- j.,(.)]. 

S'intende che not vogliamo riferirci a quel casi, in cut il me- 
todo stesso per costruire i polinomi P^ non costruisce la funzione 
^(x). Dimostreremo, infatti, in seguito (n^ 6) che della funzione 
^siste uno sviluppo d*ordine non superiore ad r + i, quando si 

x" 

^eriore ad un numero fisso mentre x si muove su una circonferenza 

^oalonque d'una successione di circoli, che hanno i centri neU'ori- 

^ne ed i raggi indefinitamente crescenti, e che non passano per 

^cono dei punti singolaii. II metodo, che daremo per la formazione 

^ei polinomi Pi^ Ak lo sviluppo completo della funzione senza Tin- 

^eterminazione di qualche sua parte. 

3* Per metterd nel caso pi& generale, supponiamo che in (i) 



^u& tiovare un numero finito r in guisa che 



SI mantiene m- 
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il grado del polinomio Pi sia m^ — i, variabile con /> sicch& si abbia 



•/-I 



i'/W = ZAv*'. 



PensiapdQ ad una successione qualunque di numjeii pQ8|tivi ere- 
sceati indefiaitamente R^^ R^y • • • Ru • • • 9 tale per6 che sullc 
varie circonferenze C, , C^ , ... Q . . . , che haono il centre nel- 
Torigine e per raggi R^^ ^^ , . . . £i • . . , non cada alcuno dei 
punti a^ ; dentro uno qualunque dei cerchi Q troyasi adunque un 
numero limitato di punti singolari per la funzione /(^)i 

Partiamo dalla relazione 

in cui il segno sommatorio va eateso a tutte le caratteristiche rela*- 
tive ai punti tf^, compresa rorigine, che cadono dentro Q, e che 
supporremo in numero di it;^ , jc & un punto qualunque interno a Q 
diverso dai punti a^. Tale relazipne i valida solo dentro Q e si 
ottiene coUa considerazione che^ avendo la funzione /(jc) dentro Q 
un numero fiaito di punti singolari, ed essendo continua al con- 
torno^ h lecito applicare il teojrema dei residui di Cauchy^ 

E evidente che^ se nella relazipne precedente facciaipocresciere 
indeiinitamente h^ potremp anche rappresentare la /(;c) sotto forpi^ 
d'un limite 

e, sotto questa forma^ x pu6 essere un punto qualunque del piaoq^ 
diversQ dai punti Oi. 

Questo modp di rappresentare la /(jp) h valido qualuaquq sw 
la funzione /(x)> purchi dotata di singolarit^ isolate. La fuosioiii^ 
intera g{x\ che entra nello sviluppo (i), resterii adunque deteraii' 
nata dai.4ue. diSejrepU modi (i) e (2) di rappresentace' la/^x); scri' 
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vendo la (i) oella forma 

/W = ,W + C.(^) + Um| [g,(j^) - P,«] 
e scttraendooe la (2), si ricava : 

'W = lis [ii^X^^^ + !'-]• 



^^^<ido airintegrale sostituito il suo sviiuppo in serie, valido dentro 
^ cerchio Q, ed avendo indicato con <t^^^^ il residuo della fun- 






nel punto n^. 



4. Supponiamo cbc lo sviiuppo (i) delia funzione f(x) sia del- 
1 ordine m; allora la doppia somma 



.V* 






▼leQe ad esscre la somma d'un numero Hnito di polinomi tutti dello 
^tcsso grado tn — i, e per6 si pu6 mettere sotto la forma d'un po- 
^Qoxsio unico, i cui coefficienti son somme che, al crescere di k, 
^*v^ijtan s^'ric; ciofc si pu6 rapprcsentare con 



Iq tal case la (3) si pu6 scrivere : 



C4) i(x) = Um £*» g(<r^.^ + A.) 
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coDveaendo di assumere 

A^^ = per tutti i valori di v, 

Ora io dico che si pu6 in (4) passare al limite termine a ter- 
mine, e quindi si ha ; 

« W = Z *' J (v../ + Av) 

(J) ^. . ^ . . 



In£itti, derivando la (i) e la (iQ, e designando con /^^(jr), 
^fr>(x), Pj'^^Cx), Gj»^>(jc) Ic derivatc {i«- rispetto ad jr di /(jr), 

jf(x), P|(*), G;f _ \ si ha che la derivata fi*^ di /(x) 4 rap- 
presentata in tutto il piano da 

e dentro al cerchio Q da 

Applicando poscia alia f^^(x) lo stesso procedtmento usato per 
la /(jc), si deduce : 



souuo snumo o'mu wvaaamE vmoobo, etc 9f 

• di iini 

Pc cvi U (5) rcstt pienameBte dunaomi. 
Dalla (5) si rican che U serie 




»_.-, 



^o^ la somina dei residiii ddla fbnziooe i^ rdatiTi al panto zero 

^^ ^i pwM tf| a distania fiiuta, & c o nft i ge nt e qnando v ^ m; e 
P^t^ fl midmo valOR di m noo pub essere inferiore al mioimo ta- 

^^^^^ di Vy per coi la serie dei residoi della fanziooe ^^ t con- 

^^^Igente; dot non possono esistrre polinomi Pg, di grado costante 
*^ ' — I9 tali che « sia infcriore al deno valore minimo di v. 

$. G6 posto, paitendo dalla fonna (1) di nqipresenute la/(jr), 
^^e si pa& scrivere : 

^d ancora 

O") fix) = Um If [g, (^) + ?<^^..;*'] + £ x- |v..i 



^ nmilldo che, ^t f{x) ammette uno sriluppo d'ordine m, il liniite 

^ssiste in viitb della (5), ed h una fuazione mtera di x, si conclude 
la f (x) il seguente sviluppo : 



^:he i on particolare sviluppo d'ordine m^ 

A«^ On, HMUm.f U XI» parte i\— Stampato il 19 marzo 1897. 15 
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Dunque : 5^ una funi^ione uniforme f(x) ammette una sviluppo 
d'ordine tn, caratUrinaio dai polinomi P^, essa ammttUrh anche h 
sviluppo (6). 

Tale sviluppo lo diremo principale, in quanto che, se la fua- 
zione non ha lo sviluppo principale (6), non pu6 ammettere certa- 
mente altri sviluppi d'ordine finito. 

Perci6 le condizioni necessarie e sufficienti, alle quali deve sod- 
disfare una funzione uniforme, dotata di singolaritJi isolate, affinchft 
di essa esista uno sviluppo d'ordinc finito, si riducono alle condi- 
zioni di convergenza dello sviluppo (6). 

Quindi, tenendo presente la formola (2'^), si ricava che una 
funiiane uniforme f(x) dotata di singolarith isolate, ammette uno svi-- 
luppo in serie d'ordine finito m allora e solo allora quando la serie 



i'-i 



^H-i,! 



converge in tuHo it piano uniformemente. 

6. Passiamo a dimostrare il seguente teorema: 
Se una fum^ione f(x), uniforme, con singolarith isolate, h tale 
cbe esiste un numero finito r per cut 



x^* 



si mantiene inferiore ad un numero finito My quando x si muove sulle 
circonferen^^e Q , la funzione f(x) ammette lo sviluppo principale d'or- 
dine r + i. 

Invero, Tintegrale 



^'^^Jck^ — x 



dentro al cerchio Q si sviluppa in serie di potenze di x, la quale, 
arrest;ita alia potenza ^\ dk : 
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... + 



Ofe t^^ i 0112 fflimiil d^Kodcote da x, ^ r, tale pero che, issato 

* comcoqce, c czalzacce szi r, pe: Talcr: i: r d: =x>iulc supe- 

'Wrc ad un ccrto -V > o, cocTciiicatcmente scelio, i s,^ «^ it 

(ii esscndo xm nomero posEriTc iito a priori). Qiiindi, coosiderinio 

k drcooferaize Q di ngg^ Tr.aggijce d: X^ s: ha 



>>tt per i = ao, lim£i = ac; dimqae 9 ha 

9i>aliiiiqiie sa je; nl qoantD £re cfae la scxie 
^^^ i = 00 ha per liniite zero qualanqiie sia x; e per6 s ha 

^^^ndo IP = r + I, r + a, ... 

Dalla (y^ ricammo dnnqiie, pooeodo « = r + i, 

/(x)=ftn|[c,(^) + i.^^] 
^^^e i b vAviffgo prindpale d'ordine r + i. 



7. AppUcbcTemp le consideration! svolte ad un 99^mpio. 
La funzione cq%x ha per poll senoplici, coi residui eguali all'u- 
nitiy i punti 

±!/w. (/ = 0, I, a, 3, ...) 

Neirintoroo deH'origine ba lo sviluppo ; 

I 4 5.** I 4*^4** 
cot X = ^ * + -i — * . . . , 

JC 1.3 1.3.3.4 

in cui B., B^, ... sono i numeri di Bernoulli (*). 
La somma del residui d^Ua funzione 



cotx 



non h convergente, dunque (n^ 4) il piinimo yalore di m non pu6 
essere inferiore ad i; ma m pu6 sceglier$l cguaU ad i, perchi si 
pu6 dimostrare che, posto 

«,=*« + -^. 

Z 

|cot a| resta sul contomo Q minore d'un numero fisso M, comunque 
grandq |ia k (**). 

La funzione cotx ha dunque lo sviluppo principale di i^ or- 
dine, che, in questo caso coiqcide cpn quello di Hermite: 



cot 



'^T + ^i^rh^+vd' 



Per questa via si ba il vaqtaggio di «ver determinato la fun- 
zione mtera, che rtsta incoguita con quel metodo, e che si riduce 
alia qostante zero. 



(*) Cfr. C e s 4 r o, Analisi algebrica, pag. 282. 
D P i c a r d, Traits d'Analy*^ ti Hi fr l4l. 
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La coQsiderazione che la serie dei residui della fuaiioat 

COt9C 



x^ 



DalU, porta alle pote relaiioni (*): 



''^-Zh' 



k'^' 



8. FarciBQ ancora qualche osservaaionc, 

Quando una funzionc /(or) ammette upo aviluppo d'ordint finito 
M, carattcrizzato da certi polinomi Pi(x) di grado m — i in x, nel 
qual caso essa ammetter^ anche Ip sviluppQ (6), h evidente che nel 
fitre la derivata m'"^ di /(x), i polipomi J'; spariscono; sicch& la serie 
farmata colle derivate m^ delle caratteristiche di f(x) h convergente 
qufefiarairati m tutto il piano, g at h^ 

Di qui coQclttdiavPiD iubiU)9 ipunagioando trasportata al primo 
xnembro la quaotiti (j^"m — ] corrispondentc al valore zero dell'in- 
dice^ e ponendo jr = o^ che k convergente la serie 



=<"-'(^)- 



Analogue conclusion! si hanno facendo le derivate di ordine 



■^^W^*"^*" 



O Ces&ro^ L c pag. 481. 
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superiore ad m; dunque le serie 



(7) 



K-^) 



(v^m) 



sono convergenti. 

Or si pu6 vcdcre facilmentc chc la scric (7), per ogni dato 

V ^ m, & la somma dei residui relativi ai punti a^ , esdusa Tori- 
gine Ho) della funzione 

a meno d'un fattor numerico fiaito. 

Avevamo appunto osservato alia fine del n^ 3 che tali serie per 

V ^ m sono convergend. 

Suppongasi che le singolariti della funzione f(x) siano singola- 
riti polari di prim'ordine, sicchi si abbia: 



'\x — a,/ x — tt, 



In tal caso le serie (7) sono, a meno d'on fattore numerico. 



s«i 



H-1 



(V^«l) 



Tali serie adunque debbono esser convergenti, se la funzione 
deve avere uno sviluppo d'ordine finito tn. Se poi ri fa I'ipotesi che 
sia convergente la serie 



R, 



«r 



per V = m. 



allora, come ha dimostrato Hermite, la funzione ammette uno 
sviluppo d'ordine finito m; e predsamente, posto 



!*,(*) = Z 



M* 9 



>f. ^piU fc: • 



51 ha 



/(x) = ,(x) - Ji [ytEtI - • >'] 



Or bene ^pesK> siusooo smisms couc fvxxD^ iniirTWJC ^^^ 
poi^U a iron fiKEBcair 

Donqoe, qnuido ad aaa fyjriijn i *^ iaasx £ 



di pdm'ordaie, i jfpSaiCe lo s^spo £ HcrK:te» li fssococ 
intcn chc amplcei lo siii%yu i djca [a* 5, (£)] ia 



Palemo^ at Ukcqo it97. 
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SOPRA UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE SINGOLARITA 

DI UNA CURVA ALGBBRICA PIANA. 
Memoria di Miohele de Franobis, in Palermo. 



Adttoaaio del aS febbrajo* 14 e st mano 1997. 



Tntrodu»tane. 

La teoria dei punti singolari delle curve algebriche, con me- 
todi analitici, pu6 dirsi completa dopo le importand ricerche del 
Puiseux, del de la Gournerie, del Cayley, e special- 
mente dopo quelle che vi consacrarono TH alp hen, lo Smith, lo 
Zeuthen ed il Noether. 

II fondamento di queste tcorie dei punti singolari h la defini- 
zione di ciclo. 

Un teorema del sig. Noether d4 luogo ad una definizione 
geometrica delle singolarit^ delle curve piane algebriche; in essa il 
punto singolare appafe come la riunione, in senso preciso, di diversi 
punti singolari ordinarii, coll'eventuale aggiunta di punti di dira* 
mazione (*). II teorema del Noether, dal quale deriva la defini- 

(*) Di una defioizione aoaloga, per le singolaritii delle superiide algebrichey 
s*^ receotemente occupato il prof. Segre in un*importante Memoria dal titolo: 
Sulla scomposiiioHi d$i punti singolari delle superficie algebriche (Ann. di Matem., 
t XXV, , 1896). 



SOPtA UNA TBORIA GfiOMBTRICA DELLB SINGOLARItA, ETC. 10$ 

xione anzidetta, & il seguente : 5/ pud, con un numero finito di tra- 
sformaiioni quadratiche del pianOy trasfortnare una curva dotata di 
punti muliipli qualunque in una curva dotata di soli punti multipli 
ordinari: la definizione (nel senso di No ether) di una data sin- 
golaritJi risulta allora dallo studio deii'effetto deile diverse trasfbr- 
mazioni quadratiche impiegate a risolverla. 

Uq altro teorema di uguale importanza, che h dovuto pure al 
Noether, riguarda la possibility di riferirey con una trasformazione 
Uraxionale, una curva algebrica dotata di singolaritJl qualunque ad 
una curva dotata di soli punti doppi ordinari. 

Si sa che, data del ciclo una definizione qualsiasi, si pu6 di- 
iBostrare, ehe, per mezzo di una qualunque trasformazione birazio* 
nale della curva cui il ciclo appartiene, ad esso corrisponde un ciclo 
dellt curva trasformata. 

Viceversa per6 si capisce come, partendo da trasformazioni bira* 
zionali della curva, si pu6 definire geometricamente un ciclo> in virtA 
di uno qualunque dei due sopradetti teoremi del sig. Noether (*). 

In questa Memoria mi propongo la trattazione geometrica siste- 
matica delle singolaritJl delle curve algebriche piane. Per fare ci6, 
partir6 da una definizione del ciclo che ho gii esposto nella Me- 
moria : Sulla curva luogo dei contatti d'ordine k delle curve d*un 
fascio colli curve d*un sistema lineare oo^ (Memoria IV) (Questi Ren- 

fi, t. XI, 1897) S 4» n*» 30. 



Stipporr6 che il lettore conosca la teoria delle curve algebriche 
doCate di singolarit^ ordioarie, delle trasformazioni quadratiche del 
piano, le gtaetMtk suUe trasformazioni Cremoniane del piano e le 
tnsibniia^rioni birazionali d'una curva, e le generalitJl sui sistemi li- 
fteari dl curve piane. 

Supporr6 inoltre noto il primo dei su accennati teoremi del 
sig. No ether (^). 



O y^U p. c, la nota del sig. Del P e z z o : Iniorno ai punti singolari 
ielU curvt algebrUhe (Rendicooti della R. Accademia di Napoli, 1893). 

(y) Vcdi p. e. (per U dimostrazione puramente geometrica) ; B e r t i o i , 
S<^a 4Umi teoremi foitdamentali ielU curve pian§ algebfiebi, (Rend, del R. Isti- 
JIm^ Qre. M0tem^ t XI, parte |%^Sumpato il 24 inar«o 1897. 14 
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dircixio che nel punto P e sul ramo R la scrie gl ha un punto or- 
dioario, altrimenti diremo che nel punto P e sul rmno R la serie gl 
^ MMwt singolariih [^of <'..••• > ^h] (P^^o<^i < ••• <<^a^^)- 

Se con una trasformazione Cremoniana del piano delta curva 
C dOf pi& in generale, con una trasformazione birazionale dclla 
^^^c^a)y si passa da essa ad una curva O, ad una serie lineare g1 
^^ C corrisponde una serie g'^ su C Se ^ 4 un ramo di C col- 
"origiDc in P e non avcnte contatti ivi con altri rami di Q c ad 
^^o corrisponde in C un ramo R' coH'originc in P' e non avcnte 
^^i contatto con altri rami di C\ allora, se la serie lineare g\ \\x 
^ti P e sul ramo R la singolariii [c^, c, , • • . > ^^9 la corrispon- 
^cnte g^ ha in P* sul ramo R^ la singolariti [a^ , a, , . . . , a^]; 

iqualora noi, per69 consideriamo in ogni gruppo della serie trasfor- 

mata il punto P* sul ramo R\ contato a^ volte. 

2. Sia C una curva piar.a e P un punto (r)-plo qualunque di 
essa. Assoggettiamo il piano t;, nel quale trovasi C, ad una tra- 
sformazione Cremoniana tale che al punto P di C corrispondano 
punti semplici dclla curva trasformata C^ (*). Indichiamo con 

K9 P'l* ••• > ^i'^ ^^^^ P"°^' d' ^i » allora i punti di C infinita- 
mente vicini a P si distribuiscono in tanti ciclip in ognuno dei quali 
trovinsi i punti di C infinitamente vicini a P che hanno per cor- 
rispondenti su C, punti infinitamente vicini ad un punto P\*^ 
(iz=z I, 2, . . . 9 s). Se invece d'adoperare la suddetta trasforma- 
zione, che cbiameremo T, , ne avessimo adoperata un'altra T^ che, 
come quella, facesse corrispondere alia curva C una curva C. ed 
al punto P di C punti semplici i^, P/, . . . , Pj'^ di C,, allora, 
in virtft della trasformazione T^* T^ , si sarebbe trasformata la C, 
in C3. Ad ogni ramo uscente da un punto P{'^ di C, corrisponde- 

• 

O Vedi N o e t h e r : Urber die aJgebraiscben Funeiiomn iimr und iwiler 
VariaMn, Note a (Gdtting. Nach., 1871}; Uiher dh singuldnn lV$rth$ysUme eimr 
algebraiscbiH Funciion und die singuldren Punkte einer algebraiscben Curve (Math. 
Ann., t. IX); Rationale Ausjubrung der Operalionen in der Theorie der algehrai* 
sch$u FunclUmen (Math. Ann., t. XXIII), e B e r t i n i : Sopra alcuni Uoremijon* 
iemnddlU etc, etc., loc cit 
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rebbe un ramo uscente da un ben dcterminato puriio P[^ di C,, Si 
vede cosi die t =z s e che i punti di C iuBnitamente vicini a P, 
cui corrispondevano su C, punti infinitamente vicini a P^'\ hanno 
per corrispondenti su C, punti infinitamente vicini a P^'\ e vice- 
versa. Resta perci6 completaroeate giustificata la definjzione seguente: 

St C I una curva piana e P un suo punto qualunque, se inoltre, 
con una certa trasformaiione Crentoniana del piano di C, a quesia si 
fa corrispondere una curva C, , in modo tale che al punto P di C cor*^ 
rispondano punti stmplici PJ , P^', . . . , P['^ di C, , si diet cich di 
C colVorigint in P I'insitme dei punti di C infinitamenit vicini a P 
cui corrispondono punti di C. infinitamenit vicini ad uno sttsso punto 
Pp>(i = i, 2, .,.,0. 

In particolare, p. e., h un ciclo ogni ramo uscente da un punto 
(r)-plo ordinario di C(r ^ i). 

Delle semplici osservazioni, analoghe alle precedent!, bastano 
per conchiudere che : 

Applicando ad una curva data C una trasformaiione hiraiionalt 
qualsivoglia, ad un ciclo qualunque di C corrisponde un ciclo delta 
trasformata. 

3. Sia C una curva algebrica e supponiamo che ^ sia una 
serie di gruppi di punti su di essa. Sia X un ciclo di C aveote 
Torigine in un punto P. Siano C, e C. due curve corrispondenti 
birazionalmente alia C, e tali che al ciclo X di C corrispondano su 
di esse rami semplici coU'origine in punti semplici P, , P^. Siano 
ii*> f^v* 1^ ^^"^ lineari corrispondenti alia ^J, Supponiamo pel mo- 
mento che non tutti i gruppi della gl contengano il punto P. AUora 
le serie ^^*, g'^'^ non hanno punti fissi nei punti P, , P,. Le curve 
C, , Q si corrispondono birazionalmente. Quipdi la singolariti 
[o, ^i » <fii ... I <y»] che la g'^ ha in P, (n** i) 4 la stes^a sipgo- 
laritJl che la g'^^ ha in P^. In virtili di questa osservazione, noi di- 
remo che la ^J ha in P t sul ciclo X la singolarith [o, a,, a^, ..., aj. 

4. Sia in un piano : C una curva algebrica dotata in P d'una 
certa singolarith. Sia K un'altra curva del piano, passante comunque 
per P. Associamo alia curva K una curva K' dello stesso ordiae 
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di K9 ma non passante per P. La curva K insieme alia K' indtvi- 
duano un fascio di curve (K). Questo fascio di curve seca sulla 
curva C una certa serie lineare gl che non ha in P punti fissi. Sia 
X^ uno del cicli di C aventi rorigine in P. La serie gl avrJl in tal 
puDto e $ul ciclo X^ una certa singoiarit^ [o, aj (n® 3). Si dimo- 
stra facilmente che il numero <t^ non dipendt dalla scelta di K% ma 
dipende semplkfmenti dalla curva data K. Basta eseguire sul piano 
delle curve C, K una trasformazione Cremoniana che faccia corri- 
sponderc alle curve C t K due curve C, , K^^ e tale che al ciclo 
X, di C faccia corrispondere un ramo semplice di C. , coU'origine 
iu un punto semplice P.. Supponiamo che questo non sia punto fon* 
damentale del piano trasformato (il che, com'& noto, si pu6 sempre 
fare). II fascio di curve {K) individuato dalle curve K^ K' vien 
trasformato in un fascio {K^ che contiene una curva K\ corrispon* 
dente alia K. La curva K\ k costituita dalla curva K^ e dalle parti 
di certe curve fondamentali, contate un certo numero di volte. II 
nomero 9, non h altro che il numero d'intersezioni, riunite in P, , 
delle curve C. » £^, Similmente il fascio di curve individuato dalla 
curva £ e da un'altra curva diversa dalla K\ non passante per P, 
ed avcntt Tordine di K^ viene trasformato in un determinato fascio 
che contiene una curva, K[ , corrispondente alia K. Le curve £^, K\ 
possono di£Ferire, nel senso che Tuna pu6 contenere parti di curve 
fondameotali diverse di quelle della seconda, ma h chiaro che le 
parti della curva fondamentale corrispondente al punto P, fjinno 
partOy contate lo stesso numero di volte, delle curve K[^ K\. De- 
notando adunque con 4 Tinsieme delle parti della curva fondamen- 
tale corrispondente al punto P, contate tante volte, quante volte 
entrano in i^i X^, si ha che il numero delle intersezioni che la 
curva C| ba rinnit^ in P, tanto con K[ che con K\^ coincide col 
Qumerp delle iqtersezioni che la C. ha ivi riunite colla curva com- 
posta ^ K,, Quindi la proposizione enunciata ft completamente dimo- 
strata. In virt£i di essa si pu6 enunciare la seguente 

DfiFiMiziOMB : DaU in un piano due curve diverse C, K passanii 
camumjue per uno stesso punto P, se X^ I un ciclo di C avcnte Vori^ 
gin€ in P» si dice che X, ba ^lO o) inter seT^ioni coHa curva X, 
fmnio siU ciih X^ba la singokrith [o, <fJ (n"* 5) la serie lineare 
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secata su C da un fascia di curve delVordine di Ky contenente laK e 
non aventt in P ptinto base. 

Aggiungiamo a qucsta definizione che, qualora la K non pas- 
sassc per P, diremmo che essa ha :^ero inter se:^ioni col ciclo X,. 

Ricordando la definizione di ciclo (n** 2), la definizione prece- 
dente coincide con questa : 

II numero <7, delle inltrseijoni del ciclo X, colla curva K non e 
altro che il numero di punti infinitamenle vicini a P ed appartenenti 
al ciclo X, , che sono contenuti da una curva qualsiasi, non passante 
per P, che tenda indefinitanunte alia K. 

Ora, come si sa, si definisce il numero a dclle intersezioni di 
una curva C con una curva X, riunite in un punto'P, come il nu- 
mero dei punti> infinitamenle vicini a P> die la C ha in comune 
con una curva X' non passante per P e tcndente indefinitamente 
alia X. In virtfi della definizione precedente si ha quindi la seguentc 
proposizione : 

// numero delle interse:^ioni, che due curve C e K^ poste in uno 
stesso piano, hanno riunite in un punto P, i uguale alia somma dei 
numeri delle interse;^ioni che i vari deli di C, aventi Vorigine in Py 
hanno colla curva X. 

5. Ncl n** 3 definimmo la singolariti del tipo [o, a„ a^, ..., aj 
che una g\ sopra C ha in un punto P sopra un ciclo X. Se [F]* 4 
un sistcma lineare di curve che seca la g\ su C, e se la curva ge- 
nerica di [rj* non passa per P, h chiaro (n* 3 e 4) che a, 4 il 
numero d'intersezioni che la curva generica di un determinato si- 
sterna lineare 00*"', [rj*^', contenuto in [F]', ha col ciclo X; a^ 4 
il numero d'intersezioni che la curva generica di un determinato 
sistema lineare 00*"*, [r]*""*, contenuto in [F]*"', ha col ciclo X 
(<!,>► a,); etc., etc. Ma si conviene che al gruppo generico della j^J 
possa aggiungersi il punto P, considcrato come origine di X, con- 
tato \(^o) volte. Ed allora si ottiene in P e sul ciclo X una 
singolariti [X^ , \y . . . , >J della seric gl^}^ cosl ottenuta, ove 
\ = >o -f 9^ (f = ly 2, . . . , h). Similmente potrebbe un sisteou. 
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lincare di curve [F]* secare su C una sorie lineare g\^ , e potrebbe 
la curva generica di esso avere \ intersezioiii col ciclo X. Allora 
si direbbe che [X^, X,, ... > \] c la singolariti che in P e sul ciclo 
X ha la serie ^^ (\, < "^i < ^, < - . • < M» quando \ fosse il 
numero delle interseztoni che la carva generica di un detenninato 
sistema lineare oo*^, [F]*^, contennto ncl date, ha rianite col ciclo 
X. Ma potrenuno escludere da ogni gmppo della ^,,2^ il punto P 
sul ciclo X, contato H^ (^ \) volte, e si otterrebbe una serie li- 
neare i/Ui^rK ^^'^^^ (p^f definiaone) in P e sul ciclo X della sin- 
golariib [<s^, <f,, . . . , <xj, ove c^=i\ — 'k^ (« = o, i, 2, . . . , t). 
Questa definizione di singolarita di una serie lineare in un punto e 
sopra un ciclo i alquanto piA generate di quella data al n^ 3, ove 
si suppone ^^=0. Per6, come allora, se una g\ ba in P e sopra un 
ciclo X la sin golariib [^^ » ^i » • • • > ^*1« /^'^^ ^^^ trasformaiione hi- 
ra:iionale della curva cui la g\ appartiene, la serie g*^ corrispondcnte 
ha in P" e sul ciclo X' (irasformati di P e di X) la stcssa singolarita 
(n* I e 2); qualora noi pero consiJcriamo, nel gruppo generico della 
serie trasforroata, il punto P' sul ciclo X', contato c^ volte. Un 
punto P sopra un ciclo X si dice punto {s)'plo della g\ , quando csso 
(consideratb su X) conti s volte fra i v punti di un certo gruppo 
della ^,. 

6. In quanto alia definizione d,.*! genere di una curva irredut- 
tibile, C, si sa che si puo procedere cosi : cominciare col definire 
il genere di una curva d'orJine n, dotata di soli punti multipli or- 

dinari, come la differenza ^^ — ^^ — — — I — V ^ — - , ove la 

2 -^ 2 

^_v 1 J ^£^2 a tutti i punti multipli [(Oi>''] che la curva 

possiede. Come si sa, questa differenza & positiva o nulla. 

Ed allora si pu6 dimostrare sinteticamente che due curve in cor- 
risponden^a algehrica biunivoca e dotate di soli punti multipli ordinari 
sono dello stesso genere. Lc Jimostrazioni che fin qui si sono date di 
questo teorema, partendo da tale definizione di genere, sono piut- 
tosto complicate. Si pu6, per cscmpio, seguire questo proccdimento : 
51 dimostra sintetican^ente che, data su una curva C dell'ordine if. 
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dolata di soli punt! multipli orJinari, uqa serie llneare gl, e posO|l 



L?)_2;!ifc 



- , \3 g', ammette 2 (v + p — iM 



punii doppi (contando come ^a + *i ~ i' punti doppi ogni punto I 
cui la g\ abbia, sopra un certo ramo, la singolaritii [«„, <i,] (n° i))C*). 
Se C h una curva d'ordine n' dotata di soli punti multipli or- 
dinari ed in corrispondenza algebrica biunivoca con C, la s&ne ^ ■ 
su di ess3, corrispondenCe alia g\ , ammeitc come punti doppi 
2(f +p — l) punti corrispondenti ai punti doppi dclla gl, e qua! 
- f«' — !)(»' — a) _ ^ r'(r'— l) 



soli. Intanto, posto ^ = - 






che i punti doppi delta g^ sono 3(v +/i' — i), quind! si ricava ^=, 
Ed ora, data una curva C irredu'tibile, per dcBnire il genere 
questa, la si trasforma birazionalmentc in una cunra C dotata 
singolartti ordinaric : qtialunque sia la Iratforma^hne adoptrala, la (T 
ha stmpre uno Slrsso genere p che si dice genert di C (**). £ evidente 
che due curve in corrisponden:^a al^thrica biunivoca sono dello stesso 
genert (Tcorcma di Riemann); ed inoltre che; data su nna curvQ^ 
irrednilibile del genere p una serie tineare gl , essa ha 2(1 -^p — ijl 
punii doppi, t se la g\ ha in un punto P e su un dtterminato ciclo Itt 
singolarila [a^ , oj (n° 5), tal punto (considerato come origine di 
quel ciclo) conia come '^0 + ", — ' punti doppi delta ^^ (R i e m a n n). 

Si generntizza faciltiientc quesra proposizione e si hanno quest! 
due teoremi suscettibili di una dimostrazione sintetica fondata sulle 
prcdette definiziuni e su una semplice proprieri dei punti maltipli 
dcllc serie lineari (•**) : 

a) (Tcorema di de JonquiAres- Brill). Data su 



i 



(*) Vedi, ad esempin, [n mil Memocia : Sulla curva luogo dei eonlatSi, etc., etc 
lot e!t., n' j6 e 17 (Memoria II). 

(*) Quesu definiiione di genere t quella che trovasi anche adotut* nella 
Nou del sig. B e r T i n i : Sapra alcnni leoremi, eic, etc., loc. de,; giova osscrvare 
inolire che il procedimenio qui indkata k I'inverso di queUo adoiisto dal 
sig. Segre nulU sua Sntroiu\ioni alia gtotnstrtu sapra uh tntt algebrito li 
ftmcnte injinlto (Annali di Mjlemalica, t, XXII, 1894). 

(***) Vedi S e g r e : htlrodaxiont, etc., etc., loc. cit., ni 41 e 4} e !a mi* 
mOria: Sulla eurva lu«go dti eoMalli, etc., etc., loc. cit. (Mcmorij 11^, d* jS. 
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cnrw irreduttibiU di genere p una serie lineare g\ , ts$a ammette 

(* + i)(v + lip - k) punti {k + i)-pH K S). 

V) (Teorem^ di S e g r e). St la serie g\ su C ba in un punto P 
e sopra un ciclo X la singolariih [o; , «, , . . • , <r^], il punto P sul 

cklo X conia came «o + ^i + • • • + ^» ^ ^ punii (k + lypli 

delta g\. 

7. Sia C una curva algebrica plana, irreduttibile, dell'ordine 
iiO> i) e del genere p (n^ 6). Sia P un suo punto ed X un suo 
ciclo, coirorigine in P. La rete delle rette del piano seca su C una 
serie g^. Questa serie avrl^ in P e sul ciclo X (n^ 3) una certa sin- 
golariti [o, a„ a J (o<<y, <<xj. II numero <x, (n** 5) fe il numero 
d'intersezioni che il ciclo X ha con una retta generica passante per 
P. II numero ^,(^9,) i il numero d'intersezioni che il ciclo Xha 
con un^unica retta (n^ 5) uscente da P. Questa retta si dice tan- 
genu al ciclo. II numero <t^ dicesi ordine del ciclo, il numero 
«, — a, (^ i) dicesi classe del ciclo. 

Uordine <r, del ciclo non I dunque altro che il numero d'interse- 
^ioni che il ciclo ha con una retta generica passante per Vorigine; tra 
le rette passanti per I'origine ve n'h una, ed una sola, che ha (j^(^ a,) 
ini9rse:(ioni col ciclo, e dicesi tangente al ciclo. La classe del ciclo I il 
numero <x, — ^,(^ i) (*). 

Un ciclo d'ordine 1 e classe fx verri denotato col simbolo (\, fx). 
n numero ?i + f^ ^ ^^ numero d'intersezioni del ciclo colla sua tan- 
gente. Ad esempio : un punto generico della curva h origine di un 
ddo (i, i) (ramo semplice di prima classe). 

Supponiamo che la curva C possieda in P un punto (r)-plo e 
siano X,, X,, ..., X, i cicli di C coH'origine in P. Siano a„ a,, ..., <y, 
g^i ordini di questi cicli. Una retta qualunque uscente da P, che non 
sia tangente ad un ciclo X^ (1= i, a, ...» s), ha in P (n"* 4) 
•1 + ^a + • • • + ^« intersezioni riunite colla curva : una retta tan- 
gente a t(i ^t ^s) di tall cicli X^ (i =1, 2, . • .' , s) ha in P 

(*) H a I p h e n : 6tude sur Us points singulurs (Appendice alia traduzione 
francese del trattato sulle curve piane di Salmon). 

Keni. Circ. Matem., t. XI, parte i\ — ^Stampato il 24 roarzo 1897. 15 
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(T, + •, 4- » • • +<*,+*, + *»+••• + », intericzloni colla curva 

C (ove V, , Vj ♦, SOUD ie classi di tali ( cicli). Si vede quindi 

chc r = «, + 'i 4' ■ ■ • + <'. c the la condlzione nccessaria e siif- 
ficictite iffinch^ una reiia sik laiigcnte in P alia cutts C, h die 
essa sia tangente a ^uilttino del cicli di C avcnli Torigine in P. 
Riepilt^ando ; 

La sotntna degU ordtni Jet cicti di C avtnti I'origine tn un punla 
P •'^'W|/io !a m^liiplitita di tal fmmte ptr la aiTVtt C; U tatigenti in 
P alh CHTVe C sono It langtnti ti cicti di C uKtnti dd P. 

8. Su una curva C irreduttiWIc d*I genere p e deH'ordinc 
■ O i) la seric liftcare gl , secata su C da un hscio di rcttr aTeotc 
il ceniro in un punto gencrico, Q, del piano, ha (n° 6) i(« +p — i) 
punti doppi. Sopra ogni ciclo (X, ft) (1 > i) U serie fl ha la sin- 
golariti (n" s) [o, X], quindi (n" 6) i — I dci punti dOppl dclla 
g', coincidono in esso. Ora i punti di contatto deUt tafigenii oon- 
dolte da Q alia curva C sono i punti doppi della serie g^ , i quali 
(essendo Q punto gencrico) cadono in punti semplid di C, quindi 
la classe di C £ 



(0 



B' = 2C« +/.- l)-£(X- 0, 



ove la 1(\ — i) i cstesa a tuili i cicli di C il cui ordine 4 supc- 
riore all'uniti. 

Sia ora X un ciclo di C, avenic I'origine in un punto P. Sia 
Q un punto della tangente al ciclo X, divcrso da P. Allora la serie 
lincare gl , secata su C dalle reite uscenli da Q, non ha pii in P 
e sul ciclo X la singolariti [o, X], ma la singolariii [o, X + (*] 
(n" 7); quindi in i* e sul ciclo X coincidono (n" 6), invece che 
> — ' I, X -f [t -*- 1 dci 2 (b + /> — i) punti doppi della g^. Quindi 
degli «' punti di comatto delle tangenti condolte da j2 ^ ^ [ovi 
u' i dato dalla (i)] (/. coincidcmo in P sul ciclo X. 

Ossia : 

La classe di un ciclo X di una curva C, di classe data, e uguale 
al numrro dellt tangenti tondotlf alia curva C d* un punto Q dtUa 



■ 
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tangente al ciclo X, U quali vtngono assorbite dalla tangente ad X, 
quando Q non sia Vorigint di X (^). 

Se Q i rarig^ne del ciclo X^ la serie lineare f^, secau su C 
dalle retjte uscen^ ^^ Q> ^^ ^^ Q, ^ siul ciclo X U singplaridi 
[X, X + Jit] (n* 5 e 7), invece die la [o, X], quindi, dci 2 (0 -^^ — i) 
punti doppi della g\t aX + p. — i (invece che 1 — i) coincidono in 
(2 stti W^\o Xi ia altri tcnmni, delle n' taogenti che da (2 si pos- 
lOQO Gondurre & Cy X + C* ccuncidooo nella tangente ad X. 

Ossia: 

La somma dtlla clasu € ddl'ardint di mm dda, appartemnu ad 
wa cMtva di class§ daUt^ I uguaU al fuuturo dilh tangents, eondaiU 
alia cnma dall'origimti del ckh, U quali vengono assarbiti dalla ta»in 
gtntt al cklq {**). 

Confioonundo quests propriety con quelle ricavate al n^ 7, si 
v^e che, se vfdessimo per le curve inviluppo stabilire una defiai- 
xtont di ciclo duale a quella delle curve luogo, il duale delPordine 
$srebbe la classe, c vkevessa; ed aU'origiae corri^Kmderebbe dual- 
mente la taagcnta al dclo. Di dimostraziooe imaaediata soap i due 
teacapi i 

i^ Com. una collima^^imi, ad an ckla (1, (i) amrisponda ait $ida 
(^» lO • M'otiginM ed aUk tangente. del prima carrispondana Varigima 
c la taakginU dd suondo. 

2^ La curva (Juogo) C curwelaliva ad una cuna. (l^tagd^ C ba i 
suai cidi Q/k, X) cmmpandifili ai cicR (1, (&) di C : aU^aaigiiu ed 
din. latigeBU d'nn euJa di C carrv^andana m^pativmmnU la tamgenta 
e Pprigina dal ckla cagrispandtmU sn (?» # viumrsd (^. 



f>llalpkt», loc dt. 
Ct9>ft*lph»% loc. dn 
(*^ Halphen, loc. cit. 
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Effetto di una tr(mfvrin<ixii/ne quadratica sulle singola^m 
ritd di UHfi curva, — Abbassamento ttef- yettere , 
dotto da una HngolaHtft. — Comblnazioni cara. 
stiche. 



9, Siano, nel piano i:, C c K due cup/e passanti comunqi 
per uno stesso punto P. Sia X un cido di Cusccntc da P, e siai 
rie intersezioui che tal ci^lo ha colla curva K (n° 4). Sia (K) un 
fascio di curve dell'ordine di K, non avenle in P punto base, e coo- 
lenente la curva K. Supponiamo die il fascio (K) sechi la curva C 
secondo una serie lincare gl (n" i). Applichiamo al piano % una 
trasformazione quadratica c supponiamo die P sia un punto fonda- 
mentale, che le due reite fon-lanientali uscenti da P siano distinte 
c clic nessuna di esse sia la tangente al cicio X. Supponiamo inol- 
ire, per seinpliciii, che gli altri due punti fondamcniali siano a di- 
stanza finita da P (•), Denoteremo con tc, il piano irasformato di ic, 
con C, , K, le curve (prive di retie fondamentali) corrispondenti alle 
curve C, K, con p, la retta fondamentale eorrispondcnte al punto 
P, con (A',) il fascio di curve corrispondente al fascio (K). II fascio 
{K,) conliene una curva [eorrispondcnte alia cuiva K di (/Q], U 
quale si scinde nella curva K^ e nella retta ^, conlata r volte, ove 
r i la moltiplicit^ in P della curva K. 

Le intersezioni del ciclo X con K sono tante quante Ic inter- 
sezioni che it cicln X, irasformato di X ha colla curva composta^^ 
K, (n" 4). Se, in particolare, K fosse una retta del piano tt, pas- 
sante per P e diversa dalla tangente al ciclo X, le sue intersezioni 
col ciclo X sarebbero lante quante le inlersezioni che il ciclo X, ba 
colla curva composta p,K,, ove K, sarebbe una retta del piano «^ 



\ 



(*) la ogni easo, uno almeaa di tali puoti h a distauza finita da P, perchb 
le reite foDdamenuli uscenti da P sono, per ipotesi, distinte; noi raaDterremo 
anchc nel scguito ta!i restrizioni, benchi t.ilvo!t4 %'utiO superllue, sacrificaiido la 
maggiorc gencralitii (che, pci lo scopo ptclissoci, noD avrebbe importanza) alU 
scmpliciti cd all'uDironnit^ 



I 
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non passante per rorigine del cido X^. Quindi le intersezioni che 
il ciclo X^ ha coUa retta p^ sono tante quant'i rordine (n^ 7) del 
cido X. [Similmeote vedrebbesi facilmente die la classe di X (n*" 7) 
i uguale al numero delle intersezioni che il cido X^ ha coo la retta 
dd piano it,, la quale congiunge Torigioe del dclo X, col punto 
fimdamentale del piano ir, , opposto alia retta ^J. Dunque : 

Iniicamdo con \ I'ordine del ciclo X, il numero delle inierse:(ioni 
che esso ha con una curva K, passante per I'origine del ciclo ed avente 
ivi un punio (ryplo (r^ i), h uguale al numero r'k + /,, ove 1, (^o) 
I il numero delle inierseiioni cbe la curva K^ , trasformaia di K me^ 
diante la data trasforma:^ione quadratica, ba col ciclo X, irasformaio 
di X. 

Condiiiom necessaria e sufficiente affinchh sia 1, = o i cbe la tan- 
genii al ciclo X non sia tangenie in P alia curva K. 

Quando la tangenie al ciclo X i tangenie in P alia curva K, al- 
lora 1,^0 ed il numero 1, si dice ordine di contatto del ciclo X colla 
curva K. 

Sapponiamo che nessuna delle due rette fondamentali del piano 

Ky uscenti da P, sia tangeote in P alia curva C Denotiamo con 

Jf, X\ X'\ . . . , X<'> i varii ddi di C uscenti da P, con \ \\ 

>^, • • • t X^'M loro ordini, con a la moldplicitii in P della curva 

C. Si ha inunto (n"" 7) : 

<y = 1 + V + 5l" + . . . + llW. 

Indicando con / il numero delle intersezioni riunite in P delle 
carve C e liC e con i, i\ i'\ • •. % i^'^ le intersezioni di K coi ddi 
X, Jf% ..., XS'\ si ha (n* 4): 

; = i + i' + r+ ... +i<0. 

Denodamo con X, , X^ , • • • t Xf^^ i cicli trasformati di 
X^ X\ • • • » X^'^ e con i\ , f ^ , . . . , f {'^ le loro intersezioni colla 
cnnra K^. Si ha, indicando con r il grado di moltipliciti del punto 



P per la curm ^ (r ^ 0> 



e sonuxiando, 

Se le curve C q K non avessero in P tangenti in comune, sa- 
rebbe i, = i[ = i[' = . . . s;s ij'^ = o e perci6 fzzz^r. 

Donde : 

DaU ntl piano is due curve C e K avinti in una stess^ pwto P 
pmUi tnuhipli riiptitivanunie dei gradi q, ^(9^i> ^^i)> operamda 
sul piano tt una trasforma^iont quadratica in cui un punto fondamNk- 
tale sia P e gli altri due siano fuori delle tangenti in P alia curva 
Cy a distoM^a finita txa^ hro e da P; demtando can C^ i K^ U curve 
corrispondenti a C ed a K (private, s'icteade, delle rette fondomeo- 
taC); le interse:(^ioni cbi le curve C e K banno iu P si ottengono sotfk' 
mando al uumero r 9 delle interse:(iotti cbe esse avtthbero, se non avtsr- 
sero in P alcuna tangente in comune, il numro delle iMUrse^iwni cbi 
le curve C, e K^ banno riunite nei punti di C, corrispondenti al punto P. 

Con simili considerazioni si dimostfa che : 

Date nel piano -n due curve C e K passanti comunque per una 
stisso punto Py applicaudo al piana s una trasfomuL^Ume. quadratica, 
in cui P nam sia punto. fondamentale ni giaccia sopisa relie fondatumh^ 
tali, le curve C e K banno in P riunite tanU intersia^ioni qu^nU m 
banno nel punto P. , corrispondente a P, le curve trasformate C, , K^. 

10. Nel n^ 6 del § I abbiamo visto che, data su una curva C 
itredutdbtle del geiieve p una serie Hnearc gl , qucsta ammette 
k != 2 (u 4* / — ^ i) punti doppi (n"" 5*), avcndo peri^ Tawertensa dl 
coofeure come o|uUal6ot& » ^ -f <r, — i fund dqppi iclW gl «gai 
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/HmtD 11 qudle, considerato com^ appaitencntc ad un ddo (in par- 

ridhlare rano semplice) di C, & un punto di singolariti [9^ , «,] 

(n** 5) per la seric j^. Dalla fonnola Xzz:a(v+^ — i)si ricava 

^ = v+ I, e questa dl^ il genere di C, qualora si conbsca ^. 

Sia (r) un fasdo di curve d'ordine m, che secbi sulla curva C 
d'ordine n e genere ^ una serie lineare f„. Associamo alia curva 
<7 una curva O dello stesso ordine la quale sechi la C in n* punti 
^emplid e distinti^ i quali siano punti ordinari (n^ i) per la g]^. 

Cib, evidentemente, si pu6 fare in infiniti modi. Pensiamo al 

£ttdD di curve (Q individuato da C e da C7 ed alia curva Q^p 

lupgo dei punti di contatto delle curve del fascio (C) con quelle 

<lel fascio (T). La curva Q^p passa con un ramo per ciascuno degli 

n* pnoti base del fascio (C) e non 6 ivi tangente alia curva C(*). 

Chiameremo con (b) Tinsieme degli n' punti base di (C). Sia P un 

punto d*intersezione di C colla curva Q^p , diverso dai punti (b). 

Se P i un punto semplice di C, affinchi Q^p passi ivi, 6 neces- 

sario che la serie j^, abbia ivi una singolariti fa^j a,] (n® i), e pre- 

dsamente (**) il numero f delle intersezioni di C e di Q^p assor- 

bite in tal punto i 1 = <x^ + <y, — i . Se P h punto multiplo di C, 

X i uno dei cidi di C aventi I'origine in P, e la serie g]^ ha iii P 

e su X la singolariti^ [n^ » 9 J (n"* 5), la curva Q^ deve avere in P 

olmemo ^o + <t^ — i intersezioni ivi col cido X; denotando con f it 

Humero d'intersezioni che la curva Q^ ha in P colla curva C, por- 

reiro t r= 1 *— 2(«;, -|- ^^ — i), ove questa somma s'intende cstesa 

9 tuctt i cidi di C uscehti da P. Quindi t^o (♦*•). II numero t 

cvlacivo id un punto semplice di C & certamente nullo. 

II numero totale delle intersezioiii che le curVe Q^p i C hanno 
Suori dei punti base del fascio (Q & dunque : 

O Vedi la mia Mctnoria: Sulla curva luogo dei eontaUi^ et&, etc, $ i, 
<Questi Rendiconti, t. X). 

O Vedi: Sulla cutva luogo etc, etc., Memoria 11, n® 36 (Q.uesti RendU 
coDti, t XI). 

(*^ lA tegwco si vedri che iertaniente t > a, se /* 6 ail pufifo muiliplo. 
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ove la 2(9^ + ^i — i) s*intende estesa a tutti i cicli (in particolare 
rami semplici) di C, sui quali la gl^ abbia una singolaritl [9^, <rj 
(n"" 5), e la 2t & estesa a tutti i punti multipli di C. Denotando 
con i 11 numero 2(11111 +^ — i) dei punti doppt della serie gl^ si 
ha, come si sa, 

> = 2(<r, + <r,-l). 

Intanto le curve C, Q^^ sono rispettivamente degli ordini n, 
2if + 2m — 3, e passano semplicemente e senza toccarsi per ognuno 
degli n* punti base del fascio (C); quindi le loro intersezioni, fuori 
di tali punti, sono : 

(i) if(2 If + 2w — 3) — If" = (11 — i)(if — 2) + 2 (mn — i). 

Si ricava adunque 

(2) X + 2T = (if — i)(ii — 2) + 2(Wfl— i). 

Aggiungcndo 2^ ad ambo i membri e tenendo presente la rc- 
lazione X = 2(11111 + ^ — i), si ha 

0) ^ = i-(«-0(«-i)-I^' 

ove le T s'intendono calcolate in tutti i punti multipli di C. 

In particolare, se P & un punto (r)-pIo ordinario, il numero r, 
calcolato in esso, i (•) r(r — i). Quindi, se la curva C ha tutti i 
punti multipli ordinari [(r)-pli]» si ritrova : 

^ = — (ft - I ) (If - 2) - X ^ ^ ^ » 

come del resto era da prevedersi. 

Noi abbiamo supposto^ per sempliciti, che la curva C iucon- 
trasse la C in n* punti semplici, che fossero punti ordinari per la 



(•) Vcdi: Sulla curva luogo etc., etc, Mem. II, n« 36 (loc dt,> 
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Cbmodamo dan'osservare che U cxv<4 * vcr* ^«*«a,v (I ^^^m,^ 
J> i (r)-^o ordinario : ailora, come ahbidmo vtxttt, ' H* ») 

Inoltre osscrvtamo che, quando sui pUno iW\U ttiivn iM ,.,^ 
gae una trasformaztone quadrattca, e /' « tin |iiiiiiii iiin|i|,i|,t ,|| ,} 

^tnd. Qirf. M(ttm., t. XI, parte l*.--Sumj>«ii II p nMtci iN.i< ,„ ' 
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il quale non sia fondamentale per la trasfonnazione, ni giaccia sopra 
rette fondamentali, il — , calcolato nel punto P per la curva C, h 

2 

uguale al — calcolato nel punto corrispondente P, per la curva C, 

2 

trasformata dt C, e ci6 quando si consideri come curva C/ da as- 
sociarsi alia C. , appunto quella che corrisponde alia C (*) e come 
fascio (r,) il fascio corrispondente al fascio (r) (n* 5 jp 9). 

Ora sia P un punto multiplo dt C e consideriamo il numero 

— calcolato in esso. Applichiamo al piano di C una serie di tra- 

sformazioni quadratiche tali che il punto P ed i suoi corrispondenti 
non siano punti fondamentali nk si trovino su rette fondamentalt; 
perd facciamo le trasformazioni in modo da cadere su una carva C, 
la quale, oltre al punto P^ corrispondente a P, non abbia altri 
punti multipli che punti multipli ordinari. 

Allora il genere di C^ ossia (n° 6) il genere di C t: 

/) = _ (v - i)(v - 2) - 2.-^^^— ^- — t 

ovc V i Tordine di C, e la ^ ^ ^ fe estesa a tutti i punti 

multipli ordinari [(r)-pli] di C,. Si vede adunque che 

— = — (v - i)(v - 2) -i> - 2.-^-7— ^> 

e — & quindi un numero intero dipendente soltanto dalla singola- 

2 

ritii che la curva C^ ha in P, , ossia dalla singolaritii che la curva 
C ha in P. 

(^ S'intende per6 che in tal caso, in generale, alia curva C, bisogneri ag- 
giungere le rette fondamentali contate ciascuna un numero conveniente di volte, 
perchfc la Q divenga dell'ordine di Cg, o viceversa. Ma h facile assicurarsi che, 
bench^ cosl il fascio corrispondente a (C, O) contenga solo parzialniente la 
cnrva C| (cio6 questa fa parte di una curva del fascio, ma non ^ una curva 
t^0 tfel fascio), q6 ch^ 4iretno in se^ito coptiqvia ^ syssister^ 
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Rieptlogando : 

Sia in un piano nna carva C J'ordim n, irredtUtibiU, doiain in 

P d'un punto muliiph qualnnque. Sia (F) un fascia di curve d'ordint 

tn, secanie su C una scrie Hneart g]^\ sia inoUre C una cnrva d*or- 

dim If, iivtrsa dalla C. Denoiiamo omi X, , X, , . . . , X, i cicli di 

C uscenti da P (n^ a), con [<, <], [<, <], ... . K'>. <i<'>] U singo^ 

larith cbe la serie g\^ ba in P sui cicli X. , X, , . . . , X, (n* 5); 

con p il numero delle inUrsriioni cbe le curve C, C banno riunite in 

P; con i il numcro delle inUrse;iioni cbe la curva C ba riunite in P 

colla curva 0!^^ > '^g^ ^^^ P^^^^ ^' contaiio delle curve del fascio (C, O) 

con quelle del fascio (r)- 

Posto 



Wi 



t7 numcro 'z I un numero intero pari e positivo (o nuUo), t7 quale 
nan dipende cbe dalla singolarita cbe la curva C ba in P. U genere 
di C h 

p = ±in-iXn-2)-ZT^ 

€3V€ la ^ — i estesa a iuiti i punii multipli di C. 

II numero — , calcolato in P, si dice abbassamenio sul ginere 

^odoito dalla singolarith cbe la curva C ba in P; in particolare, se P 

h nn punto (ryph ordinario, si Aa — = ~ (f ^ i). 

Applicando al piano di C una trasforma^ione quadratica in cui 
P non sia punto fondamentale, ne giaccia su rette fondamentali, alia 
singolarith cbe la C ba in P corrisponde una singolarith cbe la curva 
corrispondente C, ba nel punto corrispondente P, , e gli abhassamenti 
sul genere, prodotti dalle singolarith cbe le curve C, C^ banno rispet- 
tioaminte in P ed in P, , sono uguali. 

II. Sia nel piano t? una curva irreduttibtle C, d*ordine n^ o 
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<]e^ puntt di cont^tto de))e;curye'4el fascio (C., Cf); essa i priva 
della retta fondameptale coirispondente gl panto P» ed & la conrir 
spopde(\tc alia c^pfz QJx* ^^^ ^^ ipocesi fatte, la curva C^ dm passa 
ppr alciino (dci puQi^ PJ, PJ', ..>, P{'\ Denotiamo con i, , i,f ..., i, 
? nsmcff 4ell|B t^tuEseziopi chc la cvrva C, ha riunite cdla Qfcjn 
»?* pun? fi>- ^'> f • . I •'I'^J iCQn «i , T,:, . . . , T, -i doppi de^ 
jabbassamcnti sul geaere prodotii da)le singolariti che la curva C, ba 
in P[ y P[\ • • • f P|'^ Si faa inpnto cbe le curve Q O^r P^ssano 
per P qoii r, 2r — ^ rami xj$pettivaoieote» quindi (n"" 9) jl numei^ 
delle loro intersezioni riunite in P & : 

<2) J = r(2 r — i) + I, + I, + ... + I,. 

Iifpltris si ha (n" ip): 

h) *.+',+ . . . + T, = 1, 4- 1, + ... + I, — 2(<r, — 1), 

oye la 2(7, — i) ha Ip ste$so yalore che in (i) (n"" 3). 
'^cx^eoAP cpnto deUa (i) si ha duoque : 

-^ = »'(»'— + '^i + '^i +••• + Tf 

Adunque : 

Daio su una curva plana C un punto (ryplo P qfudunque, fatta 
fNM trisform^im^ qmdratia^ del pioMO di C, ntlla fuaU mu punto 
fp^OflgifiaU fU^ f $ gli aUri dm siano a dfstanytfimta da'P ifuoti 
delU iangenti in P alia curva C; defip^anilf can D. l^ahhassamtniaiul 
geucn prodotto dalla singolarlth chc la curva C b^ in P, c con 
D, 9 Z), , • • • 9 D, gli obbaisanunH analogbi dovuH ai punti multipli 
corrispondenti a P dclla curva trasforntata; si ba 

OssEivAziOMB. — Si vede adunque che, per un punto (r)-plo 
qoalunque, D ^ ^ ^ . 



CT) Nacthcr: J{«WMMi^ Jusfiibnmgt etc, loc. cit^ Bertlni: Sopra al* 
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piano ^ : P, A, B 



elta, 
3 CO*^ 



unti di5tinti, 
reita qua'.unque u^ccntc da P, ma diversa da P^ e da Pi 

Operianio sul piano t. una trasform-uione quadraiica coi trc punl'i 
fondamentali in P, A, B. Siano : w' il piano trasformato, p', a', b' 
le retle fondamentali di -k' corrispondenti ai puntl P, A, B, Al pun] 
P del piano tt, consideraro come appartenente alia retta (, corf 
sponJe ncl piano k' un punto allogaio sulla retra p', e tal punta" 
noi int[icheri;mo cm P,. Indicherenio inolire con (' la retta congiun- 
gente il punto P, col punlo d'inti.Tse2ione di a' e b', la qual retta, 
come si sa, corrispondc alia I. 

Ora sla C una curva del piano t: avente in P un ciclo X. St^ 
poniamo che la tangente al ciclo X sia la retta (, c denotiamo c 
y., {K I'ordine e la classe del ciclo (n° 7}. Dopo la trasformazione 
quadraiica, alia curva C di it corrisponder^ una curva C, di u', ed 
il ciclo X verri trasformato in un ciclo X, avente I'origioe in P,. 
Come abbiam visto (n" 9), il numero > 4 il numero d'intersezioni 
clie il ciclo X, ha colla reita p', ed il numero f* i il numero d'in- 
tersezioni che il ciclo X, ha colla reita t'. Ed ora deaotiamo 1 
y.,, ^,, /, I'ordine, la classe e la tangente del cido X,. 

Distinguiamo 3 casi : 

1" X<t.. 

Allora il ciclo X, ha colla retta p' un numero d'iniersezidf 
minore del numero di quelle chi: esso ha colla retta /'. Quind! i 
trae come conseguenza (n° 7): 

X, = X, [t, ^ ft — X, 1,^ /'. 

II ciclo X, ha in tal caso colla retta />' un numero d'intei* 
zioni superiore al numero d'intersezioni che esso ha colla retta I 
Si ricava perci6 (n" 7) : 



t,=p'. 



r 



In tal caso il ciclo X, ba tanto colla retta /•' clie colla rena t' 
X intcrsezioni. Si ricava quindi (n" 7) che I'ordine di X, i >.,=X, 
ma nulla si pu6 dire delta sua classe ^, e della sua tangente . 



SOFIA UMA TEORIA GEOMBTRICA DELLB SINGOLARItI, ETC. ll'J 

solo si pu6 dire che la retta /^ & una retu passante per P, , diversa 

dalle rette p^ e /^ Per6, noti [^l, e /, , & chiaro che la ccnica del 

piano IT (passante per P, A, B), corrispondente alia retta /, , ha 

(n* 9) col ddo X 2 X + (^1 intersezioni. Nel piano 7: esiste un 00^ 

di coniche secanti la curva C d*ordine n (^ 2) secondo una serie 

lioeare gl, (n^ i). Questa scrie lineare avrk in P e sul cido X una 

singolaridk ben definita [o, 9, , 9, , 9, , j^ , 9J (n^ 3 e 5), ove 

o < ff, < a, < 9j < 9^ < 9j. Intanto la conica generica del piano w 

passante per P ha X intersezioni col cido X (n° 9)* quindi 9^ = X. 

La conica generica passante per P e tangente al cido X ha (n° 9) 

con esso 2 X intersezioni, quindi 9, = 2 X. Le coniche decomposte 

nelia tangente al cido X ed in una retta per P, diversa dalla /, 

hanno 3 X intersezioni col cido, finalmente la conica degenere, co- 

stituita dalla retta / contata 2 volte, ha col ciclo 4X intersezioni. 

Abbiamo cosi trovato 4 dei 5 numeri a^. Esisteri quindi almeno una 

conica propria del piano ?r avente 2X4-^ intersezioni col ciclo X, 

ove il numero v & ^ o e diverso da X e da 2 X. 

Tre casi possono quindi darsi : o -< v < X; X < v < 2 X; 
2X<v. 

Se o < V < X, i numeri 9^ sono : 

a, = X, <T3 = 2X, <T, = 2X + v, <y^=3X, <T5 = 4X. 

In tal caso esiste nel piano 77 una rete di coniche proprie (pas- 

santi per P e tangenti al cido X) aventi con X 2X + v intersezioni. 

*Tutte le coniche aventi col ciclo un numero maggiore d'intersezioni 

^ono degeneri. Quindi, comunque sia stata fatta la scelta dei punti 

^, B nel piano ?c (purchi la retta / sia sempre diversa da PA, PE)^ 

esiste una conica propria t passante per P, A, D, avente con X 

3 X + V intersezioni. Allora la retta t' che ad essa corrisponde nel 

piano ?c' ha col cido X^ X -f v intersezioni (n° 9), e, siccome il 

oclo X, i dell*ordine X, si ha /, ^t', |a, =:v. La classe del cido 

JT, i quindi inferiore a X (essendo per ipotesi v <^ X). 

Nel caso poi in cui X < v < 2 X, si ha : 

<r, = X, <T, = 2X, <T, = 3X, <T^z=2X-|-v, <T, = 4X. 
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AUori nel piano :: esisic una rete [t] di coniche prbprie (pi 
sami per P e tingemi i\ cicio X), la curvs gciierica della quale Ml 
^X iotersczioni con X, la rcte contiene tin Tascio di coniche proprie 
(SrX ta cui curva gehcrica ha 2\ + v intcrsezioni coi ciclo; la sola 
cooica avenrc un numcro > 2 X + v d'iatCTsezioni col ciclo 6 Id 
rcita fangcntc al dclo, contata due volie, Sicchft, se i punti A e B 
sono stati scelci in situazioae generica, per essi passa una c6mca 
della rete [t], ma non una conica del fascio (y); in aliri termisi, 
esiste una conica t pasjante per P, A, B ed avente j X interjezioai 
col ciclo. Allora si diri gcntrica la tras Forma zi one qnadratica impie- 
g;rta. Denotaado con t' la ri;tta dc! piano s' corriipondeme alia 
conici T, si ha suHto /, ^t', fi., =:X. In tal cajo adunque I'ordlne 
e hi clossc del ciclo X, sono ancora ugualt a X. Ma, se ^ e B fos- 
sero stati presi sopra una stessa conica t del fascio (t), allora \i 
irisfomiazione non sarcbbe gtntrica, e, denoiando con t' la rctta d] 
tc' corrispdHdcnte alia conica t, si avrebbe /^^t', ft, = vequfndt 

«:>■>■■ 

Kel caso finaltneme in cut sia 2 X <| v, si ha : 



IT =: X, «, = 2 X, 



=31, 



= 2l + . 



Allora nel piano i; esiste una rete di coniche proprie [t], la ci 
curva generics ha 3 X intcrsezioni col ciclo, questa rete contiene un 
fascio di coniche proprie (t) la cui curva generics ha 4 X imerse- 
zioni col ciclo, qucsto fascio contiene una conica propria Ty avente 
aX -(- V imersczioni col ciclo X, Se i punti A, B sono stati seek! 
in situazioire gencrica, per essi passa una curva della rcte [t] ma 
noii del fasiiio (t), quindi fi.,^X. Se poi i punti A e B sono scelli 
su una stessa curva del fascio (t), ma non sulia corva t, allora 
fi, ^i 2X; tinalraente, se I punti A s B trovansi suUa conica r, 
allora fi, =: v. 

Si vede quinJi che, tanto ncI caso X<^v<^iX che nel caso 
di v>2X, se la trasformazione impicgata A jf/nrrifii (nel senso spie- 
gato) il ciclo X^ & ancora dell'ordtne X c della classe X. 

Riepilogando : 

Sidno in un piano n : P, A, B tre punti dislinti, I 



J 
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uuente da P, diver sa da PA e da PB, C una curva avente in P un 
ciclo Xy d'ordine \ e classe (jl, colla tangente t (n° 7). Fatta una ira- 
sfifrma^ione quadratica del piano tc, coi tre punii fondamentali in P, 
Af B, denotando con tz' il piano trasformato, con />', a', y U reite 
fondamentali di questo corrispondenti ai punti P, A, B, con f la retta 
eorrispondente a t, con P, il punio d* inter scT^ione di i' e p\ alia curva 
C corrispondt una curva C, dotata in P, d'un ciclo X, eorrispondente 
al ciclo X. Denotando con \y [jl, , t^ I'ordine, la classe e la tangente 
al ciclo X^ , si banno i seguenti casi : 

1*" X<pt; allora \ = \ ft,z=:(A — X, t^^t\ 
2* >>[i; allora \ = [*, (a, = \ — {t, t,sp\ 
3* X = tt; allora \ = X e t^ i diversa da p' e da t\ 
In tal caso esiste nel piano tp almeno una conica avente 2 X -f v 
interse3(ioni col ciclo X, ove il numero v ^ > o ^ diver so da \ e da 
2X. Se v<^>, allora sarh certamente (a, = v, comunque si siano scelti 
i prnnti A^ B. Se poi v > X, allora, scelti in situa^ione generica i 
punti Ay B, ossia scelta una trasformaT^ione generica, per P, A^ B 
passa una conica avente con X 'i\ inter scT^ioni, ed allora fA,=X. Ma 
si passono scegliere i punti A e B in guisa che per P, A, B passi una 
conica avente un numero > 3 X d'interse:(ioni col ciclo X, ed allora 

13. S*i visto nel n° precedente che, se C & una curva plana 

d'ordine n dotata d*uQ ciclo X d'ordine \ e classe \ avente I'ori* 

gine P e la tangente t, con una trasformazione quadratica del piano 

« in an piano tt', per la quale P sia un punto fondamentale e le 

rette fimdamentali P A, PB siano diverse da t, al ciclo X corri- 

spoode an ciclo X^ la cui or! gine P, h il punto d 'inters ezione delle 

rette ^, t\ corrispondenti a P ed a /, e la cui tangente /, h diversa 

da p^. L'ordine di X. & > e la classe \l^ ^ \ se la trasformazione 

6 generica, altrimenti pu6 essere (x, > \, Se \l^ <^ \ ci fermiamo; 

ma se ft, ^ X, applichiamo ancora al piano tp' una trasformazione 

quadratica simile alia precedente, e cosi perverremo ad un ciclo X^ 

4'ordine X, d*origine P,, e la cui tangente /, non 6 retta fonda- 

xtientale del piano trasformato (n^ 12), e cosi di seguito. 

£ chiaro che, se X ^ i, dopo un certo numero di trasforma- 
KentL Qrc Hjt4m<* t. KI, parte i\— Sumpato il } i mar^o 1897. 17 



zmr&t *)kiWf»flio' rreCessarfjrtientif perv'cnire aj un cido 11 cui ordtae 
4^ > • la 6iir flUssc 4 < X. Dif^tt, lienoMndo con D l'.-ibb.i9saihenfO 
silt ipftn»r» ymxibHo daila smgntariti ch« Ij curvi C ha in P^ * cw 
/■ it- g«»elt <ti C (suppost* inwiortibitw), si ha (n" to) : 

eesendo F U semms degli abbassainenti dovuti aVlff sltre siftgolaritit 
di C. Inianto, 5c dopo »( Eras forma ztoni oneRikmO aclCora un ctcltf 
d'ordinc 1 e cI«9W^X, fatM nn'iUra tra^omKratonff, JYfenIo an- 
cora un clclo iTcwiiilc 3» (ft" 12), siwhi (jf 11)1 



» si vede che^ dofo un Gtno uunKro m di trasformazioiu, B sor- 
plssereWie -^(i— '0(»» — 2)— 'F, e quntdi Z' d'tverrebbe n^tiro, 
i\ ^e (n° 6) 4 asslirdo (*). 

QiMidi, dope un c«to numero a Jt trisformazfoHt qoadntklie, 
pefverrcmo ad ur cido il cui ordine ^ > e la cui ctassff 6 j* <^>j 
Noi chiameremo il numero *C^0 'W^'" dtl ciclo K. II otinffero 
(i verri poi detto iperdaae dol cido (*•). Ma, per gitistificare pic- 
namente qiMsti nom\, che noi abbianio daio ad a ed a [i, bisogner^ 
faT vcd«rc che tali numefl noii v:lnaFio colla scdila ddfs trasfbrma-* 
zion) quddrattchc (purcbi qocsfe soddisfacciano semprr atle eon^ 
ziont poste). 

Difitci indichiamo con T, , T, T^ \z a.- irMformdziotn' 

quadratiche inipiegate per cadeftf in on ciclo d'ctrdrrte 1 e class* 
[*<!>. Indichiamo cow X, , Jf ^ , . . . , X,^, , .Vgj i success!*! ciclt 
tracfbrmsii, con P, , P, , , . . , P,_, , Pj, le lofo origin! c cod 
t,t #j /^, , /„ le lore tangemi- Per ipOKsij i ckl^ | 



(*) Del resto 9u consideraiioai aojlogh^ si fonda ta dimostrjEione def tco^ ] 
reoTi ifi Koedj er dita Jil sig. Benini ntlla ML-nioria cItaH, 

("} ImF«nf[KO quL'^ti doe moVi voc^MH per otfenere wl segtHo mitj 



ioiniA UHA iBOitU dBOWiMCi WULLE ^tNGOLARiri, ETC. t^i 

J^ X^^ £.« « • . , X^, soao Sordine X t ii olas^ ^X, «itMcr 
il ^wsbo iQ, 4^ ^'tf^ne X « ^asse (i(. <^ X. indkre (p"" ja) le ttogemi 
^ > /«# • « ' • ^«*i « ^a ^^^^°^ x:^aiBei»ce diy^Fsc rkpeciMrMitiue 4|rilc 
ffm {fiWfiaiMMitf) <;<9mspiQAiwti ^i pvoci P,P^^.,., #^,. Ma, 
se ancora noi facessimo una trasfoi«Da«ione J^, (fioa mb pnaio fai^ 
damentale in PJ, perverremmo ad un ciclo X^, , d'originc P^, , 
d*ordine {t e classe X <- j^^ {aflgi^i^ttentp per fangente la retta fonda- 
mentale corrispondente al punto P^, la quale noi indicheremo con p^^^ 
(q^ 12). Noi allora possiamo^ nel piano tz dat^^ i^M^i^f mm ii^urva 
r d'ordine abbastanza elevato, in modo tale che essa passi sempli- 
ccmenteperP, e che le sye^a^^rm^ a^diante T,, 7,, ..., T^, T^, 
passino [semplicemente (n° 12)] per P, , P,, ... , P^, Pa^,; ma & 
«hiaip cb,^ ^'ulcimt cwy# V^^foiwoia dj F no« pM^ eci^er MPemM 

tale, e quijiii4^ U Mry# F ^»QP p^^ef^bb^ sWffajjjnfiptf f>e/ P^ 
Quindi la curva T ha (n° 9) 

%el i^^iM if4 U im^ 9^'^ per P ^9 Ml ^ rMK» 4;4 dUb»a «ip 
yp > I i'im^iSirzjioM cd cicilo JC, iqgm c fvi^ /Mi^ « ii ffu 
PHtntki mfif$ fwiof^l simplkinnnu fir 9 U mmM M 

4:«j(« 4- f)X4- fi interuiumi col dcii Xy id il mmner^ i % U 

WMI$ftm§ Mvmr^ i^inUfsisiimi du il ddo X fmi MHi icm 4Him mnm 

J0 fMfiU passi pef P C0» im i^ fjuno. 

C09I f wtMii If. €d it 4- f sQAo mpmiflrMaic^ct II $(Mt0 M H 

^PMMMf 4(slU dmm i ^ if /pier X, e ^iiMi M|o iiutffwdpatf 4ilU 

iMtfiMMlfliflfll UiMM«iMl '# 

BitffiilACMiio < 

£ dato ffi fill piano tc una curva C pammti fer 9^ M % kim 
mdgdi C coirorigmi in P. £i ioppMi A^ V^diiu € Is skm di X 
(i* f) mw enframbi ugitaii a X(> i). 

JUIars, ffigMfwh iHle irflsformaiim qaadi^Michi smassitHp aueiUi 
per punti fondanuntali rispeltivamente il punto P ii i pnaU irigkli 

4m PfU M#)mMtf# nm gH ^lui fmti fmdmmtdi fmri dttt§ tan- 
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genii a tali cscli, ci fermeremo appena cbe otterretno un ciclo d'ordine 
1 e classe (Ji<^X, Denotando con a il numero -hlle trasforwarjioni im- 
piegate, i numeri a ^ (x. non dipendono dalle trasfortnaT^ioni scelte. 

I due numeri inter i ct e [l si diranno rispettivamente indice ed 
iperclasse del ciclo X, e si ha: 



a^i, 0<|x<V 



Inolire il numero 



i = (a+ i)\ + iL 



rappraenta il massimo numero delle interse^ioni cbt il ciclo X pud 
auere con una curva del piano w, la quale abhia in P un punio sem^ 
plice. Questo massimo pud, in ogni caso, venire raggiunto. 

14. Sia 7c un piano, C una curva di esso, dotata in P d'una 
certa singolarit^. Sia X un ciclo di C coll'origine in P. Sia / la 
tangente al ciclo (n** 7). Quando noi diremo di fare una trasforma-- 
:(ione quadratica sul ciclo X, intenderemo di cseguire sul piano 'k 
una trasformazione quadratica in cui un punto fondamentale sia P 
e gli altri due A, B siano distinti fra loro e da P e tali che la retta 
/ non coincida ni con P A nh con PB. Quando la classe e Tor- 
dine di X sono numeri diversi, la tangente del ciclo trasfonnato h 
la retta corrispondente a /, se la classe di X supera I'ordine (n° 12), 
ovvero & la retta fondamentale corrispondente al punto P, se la 
classe di X & inferiore all'ordiue. Quando la classe di X & uguale 
all'ordine, nulla si pu6 dire a priori della tangente al ciclo trasfor- 
mato^ solo che essa & una retta uscente daH'origine di questo e che 
non h n& la retta corrispondente a / ni la retta fondamentale cor- 
rispondente a P (n** 12). 

Ricordato ci6, noi indicheremo con \ Tordine del ciclo X e 
con \ il numero delle intersezioni che esso ha coUa sua tangente 
/ (\,>\). II numero \ non i altro (n° 7) che la somma delTor- 
dine e della classe di X. 

Noi adesso daremo la definizione di certi numeri legati al ciclo 
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X ed invariantivi rispetio alle trasformazioni omografiche del piano 
w, i quali vengon detti comhina:(inni carntteristiche. Non faremo nltro 
che tradurre sinteticamente e cun iievi moditicazioiii aua iNuta del 
sig. Noetber dal titolo: Les combinaisons caracUristiqius dans 
la iransfarmatian d'un point singulier (quest! Rendiconti^ t. IV, 
pp. 89-108). ' 

Sari intanto, per le ipotesi fatte. 



COD J ^ X, \ < V, ([*, < V«)- 

Si vede (n*" 12) che, se operiamo una trasformazione quadra- 
tica r, sul ciclo X (ncl senso sopra stabilito), se /^ ^ 2, owero se 
/« = 2 e Xa ^ o, perveniamo ad un ciclo X^ , dell'ordine X, ed 
avente \ — \ intersezioni colla sua tangente, pienamente determi- 
nata (d° 12); se /o= i> il ciclo X^ & d*ordine \ ed ha \ interse- 
zioni colla sua tangente (pienamente determinata); se poi /^ = 2, 
X^zzf o, il ciclo primitivo X sarebbe d'ordine \ e classe \ e quindi 
X^ sarebbe d*ordine \ , ma nulla -potrebbe dirsi a priori della sua 
tangente e della sua classe. 

In generale, possiamo dire che, dopo /^ trasformazioni sul ciclo 
X, perveniamo ad un ciclo Xi^ d'ordine X^ ed avente X, intersezioni 
colla sua tangente (pienamente determinata); dopo altre /, trasfor- 
mazioni, ci riduciamo ad un ciclo Xl^l^ d'ordine X,, avente colla 
sua tangente, pienamente determinata, X^ intersezioni, etc.; infine, 
dopo /o + ^ + ^a + • • • + ^a trasformazioni quadratiche sul ddo 
X, perveniamo ad un ddo Xi^^^^^.^i^ il cui ordine i {t, e la cui 
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langecttc (pienasieotf deternunata) bn con osso %j_ tnleneaoai. Se j 
^, = J, DOi dirpmo cbe i.! cido X £ Mato risoluto, e ci fenaiamo; 
Jttl se 1*1 >■ I, ooi iaccbino altre /^, — 2 trasformazioni quadra.- 



tkhe sul cido Xv^+..,+, 



otteneiido un c\c\o X^,. 






d'ordine ff., ci tvente a {», interseuoni colla &iia ungeiK* (piens- 
mente determinata), ossia un cido d'ordine (t, e das'se ft,. Deaitr 
tcTcrao allora con g e con ^l^ rispcttiv;uD:e[i£e I'in^Uce e d'i{ierdasse 
(n" 13) del cido ■Xi^j,^.+;^,_i. Allora, con altre g trasfortnazioni sul 
cido Xi^^^,.ti ,-, , si pervlene jUl uo cido d'ordine jj.^ e ctasse 
("■o *Cf^i ('"^n^re chc i cicli inlermedii liaano I'ordine ft, e la classe 
^(*i)- Questo cido d'ordiqe ^, e cUs^ n^ verri denotato coa | 
X(^/,+....; ,-i+t. Con una nuova trasformajione su questo, si per- 
viene ad un cido d'ordine (*„, avente \t., intersezionl colla saa^ 
tangentc. Questo cido verri denotato con X;o-n,+..+;j_,+t-t. 
sendo G^i (n" 13), questo cido o coincide col cido Xi^i^+..^ 
ovvero 6 un cido die si presenta dopo questo, con allre trasforma- 
zioni quadraliche. Denoieremo il ciclo Xig*i,i....+i con Y, con ot il 
numero g — i (x^o) e con K, il cido Xio+..,+( *[_,. II numero 
[*o, ordine di V^, A niinore di [x,. Se [a^^i, ci fermiamo ed al- 
lora il cido X & stato risolulo, altrimeDti cont^ujamo a.d appHcuc 
al fich Y, allre ifisformazioDi i^uadraticlic. 

loUOto ossej-vianio die, se il cido X fosse iso?ale, doi, se 1»| 
curvs C del piano dato non avs&c in P jitri cidi chc il cido X» 1 
aiiofi anche i ddi [risroruijti aarebbero isolad, e, denot^ido co« I 
i? J'abbassimeiKo sul gsacre pradotto da X (0° fo), coo /?y, Qr^l 
qudii prodotii da K, Y^, si irairfir«iif>fi ^p" lj)i 



cbe potrebbe anche scriversi 
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Se fo^e (£, ^£: ty sarebbe 7 di ptWofiiM e ^hidi (nf toy 
H cklo* sar^bb* aM^a risoi^iito, prima d*otcn^nr 7. Mtf^' sc 

Laotffc^ pet la l> o peiF te 2} si ba 

4) ^ = t[^o(\ - I) - (\ - (^J + «^0^. - 0] + ^y. 
ossia: 

5) ^ = t\(^. - - (^o - 1^,) + «f^.(^ - 0] + Dy^^ 

Ora, se 1x^=1, allora Dy^ = o; ma sc jx^^ i, continueremo 
ad applicare at ddo y^ frd^fofinazidni qtradrartfche, replicando sul 
cido Y^ le stesse cose dette per X, e ck> tamo neli'ipocesi che X 
sia isolato, quanto in quclla che non sia isolato. Sia pcrci6 v, il 
rieBsR&a eomuri rfWsorc tti (*, e p^ (v, ^ jij. AHora : 

ft, =r m, ft, + |A, 



r"*— a **~" '***— a r^*— t i ''i 



(^^, =*,-.v,. 



Gjn ^o + ^i + • • • + »»i-j trasformazioini quadratiche sul 
cido y^, perveniamo ad un ciclo la+i#o-H»'i+.. -Mf,-a > d'orditic v, cd 
avente colla sua tangent e pt.,., intersezioni. Se v, = i, il cido & 
risoluto e ci fermiamo", altrimenti, con altre m^, — a tfasfbrmizioni, 
perveniama ad uir ddo lV*o+-+"'i^f-a d'ordine v, e classe v,. 
Allora ^dcnoiiamo cpft i> ^KiK'^d I'ind'toe c l*ipcrclasse di tal 
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ciclo (n^ 13); con altre -n + 1 trasformazioni perveniamo ad un ciclo 
d*ordine v^* avente v^ intersezioni coUa sua tangente (mentre i cicli 
mtcrmedi sono tutti d'ordine v,). Noi porremo P=tq — i (P^o), 
e chiameremo Z il ciclo la+«o+i«,+...+«^i e con Z3 T ultimo ciclo 
ottenuto. Se v^z^i, il ciclo X i risolto^ altrimenti su Z^ ripetiamo 
le cose dette per X, Y^. 

Se X & isolato, sono tali anche y^, Z^, e, denotando con D^ 
Tabbassamento sul genere prodotto da Z^ , possiamo scrivere [per 
la formula 5)]: 

^r« = tCp^oCk - - (^ - O] + D^p + iPv.(v. - I). 

E, se Vj, = I (ovvcro anche v^ = i), basteri poire D^^g = i 
(n** 10). 

Quindi, per la 4): 

Ora, se v^^ i, noi continueremo a trasformare il ciclo Zp nel 
modo anzidetto (tanto quando X h isolato quanto quando non lo sia), 
e terremo notazioni analoghe. Ci fermiamo appena che otteniamo 
un ciclo di prim'ordine, il che avverri certamente, essendo i nu- 
meri \t [t^ , ^o • • • > inter! decrescenti. 

AUora avremo ottenuto i seguenti numeri : 

coiravvertenza che potrebbe esscre Xi = ^> ^^ allora non si consi- 
derebbe il numero C* 

In ogni caso, se il ciclo X (e per conseguenza i suoi trasfor- 
mati) fosse isolato, sarebbe [per la 6)] : 

D = ^[\(\ - 1) + |x,C(.. - I) + v,(v, - I) + . . . 
7) ... +'ro('f«— + af^,(|A,— + Pv,(v,— i) + ... 
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I Bumeri ft} ^» . • . > ^> C •'(ono numeri interi positivi o nulli, 
e K, \i V-oy f^.; ^o» ^; • . • ; -^o* -f.; X. sono numeri interi e 
positivi tali che 

Bioltre (i^, i il massimo divisore comune a X^, X, ; v^ il mas- 
simo dirisore comune a fi^y fx^; etc. Non si considera ii termine 

^Z, + i)<Xi — ocUa 7), quando x« = i- 

Not p orre mo , col Noether, cosi quando il dclo X i isolato, 
comt i|naodo nan lo sia^ 

K=\f «o=V. A,=i*i; «.=(*o + «(^.; A,=v,» «a=^+P^»•.• 

e ci6 se Xi^ '• Se poi Xi = '> "^^^ considereremo nfc A^ n& oq^ e 
scanbieremo, per simmetria di scrittura, d^, e oe^, con A^ ed a^. 
Si avii cosi 

^i=^» *o = V» ^i = (^,; «, = f*o + a(^„ Aa=v„ «3 = v^+pv,;... 

II numero A, i^ in ogni caso> il massimo comun divisore di A^ 
ed c^; A3 il massimo comun divisore di A, ed a^ etc. etc., final-. 
mente a^ e A^ sono primi fra loro e si ha : 

«o>A,^A.>A,>A,> ...>A,>i. 

Lf wppU 4% numeri tnteri : 

itconsi ccmbinaiioni caratterisiiche relative at ciclo X (*). 

(*) Lo Smith, che per il primo fece osscryare I'lmportanza di tali nu- 
meri oello studio dellc singolaritd (procedendo pcr6 cou mctodi del tutto difTe- 
it$9iL Qrc MaUm.p t XI, parte |^— Sumpato il 2 aprile 1897. 18 
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Se il cicio X e isolalo, Vahhassamento sul genert delta curva 
che lo centime, prodotto dalla singolarita X (n** lo), e [per la for- 
mola 7)]: 

8) /)=i[«o(Ao-0+a.(A -0+ . . . +<^-0-(Ao-i)] (*). 

Un'osservazionc abbiamo da fare. Nel nostro ragionamento s'i 
visto che, se [x, >• i, allora, dopo un certo numero di trasforma- 
zioni, SI presenta un ciclo d'ordine \l^ e classe f*,. Delia tangente 
del trasformato di questo, e, per conseguenza, delle origin! dei sue- 
cessiviy niente pu6 dirsi a priori. Ora, se noi diciamo che un ciclo 
X h determinato dalla conoscett{a deWordine, della classe, deWorigine 
e della tangente, quando si possano subito assegnare le trasforma- 
zioni quadratiche successive atte a risolverlo, ed, in virtji di esse, 
siano note le origini e le tangent! dci cicli trasformati, abbiamo la 
proposizione : 

Un ciclo i determinato dalla conoscen^a deWordine, della classe, 
deWorigine e della tangente, quando, e solamente quando, I'ordine e 
prime colla classe, 

Termincremo coll'osservare che, come dalla conosccnza dei 
numcri \, \\ \l^^ a, \l^\ v, , p, v^; etc. si trac quella dei numeri 

*o» ^oJ *i> ^i> *a> ^a*» ^^c-j ^^^ 5^ P^^ viceversa da quest! rica- 

vare quelli. Si ha difatti : \ = a^, \ = A^, (jLj = A,, Vj = Aj, etc., 

.ed inoltre a e (Aq sono rispcttivamente il quoziente ed il resto della 



renti), fa uso dei numeri A dati qui e dei numcri Yq = 0© , y, = a^ + *i » • • • 
. . . , Y^ = Oq ^ a, 4' • • • + ** • Vedasi la sua Memoria : On the Higher Singu- 
larities of Plane Curves (Proced. of the London Math. Soc, I. VI). L'H a I p h e n 
invcce (vedi, ad es., ]*6tude sur les points singuliers, nell'Appcndice alia tradu- 
zione francese del Trattato sulle curve piane del Salmon) adopcra i numeri: 

Ao QL, A. a, . 

(•) Per la formola i) del n®8, dcnotando con R I'abbassamento prodotto nella 
classe della curva data dal ciclo -Y, supposto isoUto, si ha: /{ = 2D4-(Ao-— i), 
formola che si trova nclla su riferita Nota del sig. Noether insiemc alia 8). 
Per ooi essa non ha importanza, perch^ 6 {mmcdiata conse^uenza dei t^remi 

del a* fi, 
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divisione di a, per A, , ^ e v^ il quoziente ed il resto della divi- 
sione di a^ per A,, etc. Osserviamo infine che, essendo a^, A^ T ul- 
tima coppia dei numeri carattcristici, posto Xi = ^* ^ denotati con 
C e Xo '1 resto ed il quoziente dcUa divisione di a^ per A^ , restano 
escluse le distinzioni che noi abbiana fatto per definire le combina- 
zioni caratteristiche mediante i niimcri \^ X,; (/., , a, (x^; etc. 

Se Xo^ ^> '* numeri Xi > C> Xo coincidono con quelli che pre- 
cedentemente denotavamo t^ , S, t^; se poi x© = '» ossia, se 
OE^^ I (mod. A^), allora i tre numeri Xi > ^» Xo sono quelli che prima 
abbiamo considerato^ cio& Xi» ^> i* 

S3. 

Costruzione dei cteli aventi date caraU€ri8ti4ihe. 

15. Ncl n"* 14 abbiamo visto come, dato un cicio X, da esso 
possano ricavarsi, mediante successive trasformazioni quadratiche, 
certe coppie di numeri a©* ^oJ *i > ^i J • • • 5 **> ^a che si chiama- 
rono (col N o e t h e r) conibina:iioni caratteristiche relative al ciclo X. 
Si osserv6 che tali numeri non sono fra di loro indipendenti; ma 
A, h il massimo divisore comune ad a^ e A^, A^ & il massimo comun 
divisore di oe, e A, , . . . , A^ il massimo comun divisore di a^^., 
e A^,. Si osserv6 inoltre che a^, A;^ sono primi fra loro e che 

Viceversa, dati a^ , A^ ; a, , a, , . . . , a^ ^ indicando con 
\f ^9 • ' ' 9 ^h ' tnassimi comuni divisori di a^ ^ A^ , di oe. 
t A, , di a^, e A^_, , supposto che oLj^ sia prima con A^ e cbe sia 
a^ >► A^ ^ A, > A, > ... > A^ > I, noi diremo cbe il sistema di 
nunuri a^ , A^ ; a, , A, ; a^ , ^a >•••>** > A^ i a« sistema di carat- 
teristicbe. 

La ragione di questa denominazione che noi attribuiamo a tal 
sistema di numeri sta nel fatto che noi possiamo sempre costruire 
infinite curve dotate in un pnnto dato di un ciclo, le cui combina^ioni 
caratteristiche (n° 14) siano i numeri dati a^, A^; a, , A, ; ... ; a^» A^, 
quando questi formino un sistema di caratteristicbCf 
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Faretno anzi vedere che st possono costruire infinite curve de- 
late oel punco dato d'un ciclo isolata avente come comblnaztoni ca- 
ratteristtche i numeri dati. 

Per la dimostrazione, porremoy riferendoci alle notaztoni del 
n* 14, 

ao = \> ^ = ^,> ^ = (^,> «, = [*o + «(^,(o<(^o<(^J» 
A,z=v^, aa = ^ + P\(o<Vo<v,), ... 

•••»^* = X,» aA = Xo + C3t.(o<Xb<X.)^ 

I numeri \i \ ; [^o> f*i > *5 ^^-i sono interim c le a, p, . . . , C 
possono anche (tutte od in parte) esser nulle. Inoltre Xo ^ Xi ^^^^ 
primi tra loro, e j^ pu6 essere anche i. Ci6 accide quando 
OL^^ I (mod. A J. Per le ipotesi fatte> sar^ : 

\ = K\ + \ (X,<X.) 






ore J ^ I (e perci6 [t, ^ X,). 
Inoltre 






f*,-i — »*-i^ 
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e Msl dl aegnita fino a 

Xi ^^ *oXo I Xa 

X. = *.Xi + X4 



X>-4 — ^f-^Xh-t + ^> 

se x»^ III se invece Xo= i* ^ queste uguaglianze bisogna sosii- 
toire I'identitji 

Xt — Xi Xo» 

Osserviamo che> dato un ciclo X avente le date combinazioni 
caratterbtiche, potremmo conoscere subito il numero N delle tra- 
sfonnazioni quadratiche atce a risolverlo. Precisamente (p? 14) il 
numero N i 

l) N= 11 + lm+ ... + 2* + a + p + . . . +Ky 

S9 Xd^ i> ^ P<^i Xo= i» ^*^ ^ ^^ ste980i se non che, 10 ttl cascH 
HOB bisagDa coDsiderare nella i) il. urmtne Xi. 

Ora snyponamo^ per ua momento, nota in un piano tc ana 
cwf« C ddl^ordine if, dotata in un punto P del piano di un ciclo 
isoUto Xf avente come combinazioni caratferistiche i numeri dati. 
Sia t la tangente al ciclo. Assoggettiamo il piano t^ ad una trasfor- 
niazione quadratica di cui un punto fondamentale sia P e gli altri 
due B^ D non si trovino su I e siano a distanza finita da P. Sup- 
poniamo anche (per semplicitJi) che £ e 27 siano a distanza finita 
fra loro. Sia tz' il piano trasformato, C, la curva trasformata di C, 
A\ B\ D' i punti fbndamentali del piano x' e P, il punto d'ioter- 
leaoM dtlU rette ^' « U'ly conispondeoti riapettiyamente alia rotu^ 
/ ed al punto P. • 
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Allora la curva C^ i deirordine in — \ , ha in B\ D' due 
punti muliipli ordinari del grado n — X, ed in A' un punto (w)-plo. 
L'insierae delle curve deU'ordine 2« — X, dotate di tali punii mul- 
tipli ordinari nei punti A'y B\ D', costituisce un sistema lineare 

00 * » che i il sistema corrispondente al sistema lineare, 

sul piano tt, costituito da tutte le curve deU'ordine n dotate in P 
di un punto (X,)-plo. Indichiamo con k il numero di condizioni im- 
poste dalla singolariti X in P alle cutvq deU'ordine n. 

In altri termini, sia — ^^ ^ — Jk la dimensione del sistema 

2 

(lineare) costituito dalle curve del piano tt deU'ordine n e dotate 
in P di cicli isolati X, coUe caratteristiche date e tali inoltre che, 
in tutte le N trasformazioni quadratiche necessarie a risolverne uno, 
tutti i cicli trasformati degl'X abbiano sempre la stessa origine (e 
perci6 vengano contemporaneamente risoluti). Indichiamo inoltre con 
k' il numero di condizioni che i cicli X, , trasformati in tu' dei cicli 
X, offrono aUe curve deU'ordine 2« — \ (nel senso esposto prece- 
dentcmente). Allora si vede subito essere 

2) ifc^MVLL) + *'(♦;. 

2 

NeU'W**'"*** piano trasformato [vedi formola i)], ai cicli X delle 
C corrispondoDO rami semplici aventi, in generate, uno stesso con- 
tatto con una retta data (n° 14). Ora il numero k^^^ di condizioni 
che s'impongono ad una curva T obbligandola a passare per un punto 
dato e ad avere ivi un contatto dato con una retta data, h indi- 
pendente dall'ordine di r. 

Formiamoci ora il numero 

(*) Una formola, dovuta al prof. Gucci a, ma della quale noi non ci ser- 
viremo, mostra che nel la (2), per » abbastanza clevato, bisogna prendere il segno 
d'uguaglianza. Vt^i Guccia: Sur ufu question eoncernani Us painls singutUrs 
d$s courhis algibriquis flams (G>mptes Rendus, 1886). * 
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ovc i numeri a sono gli ordini dei cicli X e doi loro trasformati 
[fino agli {N — i)*""^]. Per la formola 2), si ha 

II numero K h quindi un limite superiorc di k. Esso inoltre h 
indipendente da Uy ma dipende soltanto dalle carattcristiche date, e 
per mezzo di esse, pu6 sempre formarsi. 

Ed ora osserviamo die, ammessa Tcsistcnza delle C e perci6 
la conoscenza di n, perveniamo in 'k^ ad un sistema lineare di 

curve [Cy] la cui dimensione h ^— — ^^ — K ed il cui ordine 

i un numero determinato Vy. La curva generica di questo sistema 
ha, in certi punti determinati, dolle singoIaritJi ordinarie il cui grado 
dipende dal punto che si considera, dai numeri n ed N e dalle ca- 
ratteristiche del ciclo X. 

Inoltre la curva generica del sistema [Q^] tocca in un punto 
daio una retta data, con un dato contatto. Viceversa, se noi sap- 
piamo nel piano tc.v costruire un sistema di curve che riempia a 
tutte queste condizioni, h chiaro che esso rappresenteri un sistema 
[C] del piano tt, la cui curva generica ha in P un ciclo isolato 
coUe caratteristiche date. Ora, siccome 6 possibile scegliere un n 

tanto grande, che il numero — ^^ — ^^ — K sia arbitrariamente 

grande, cosi h possibile costruire in tq^^ un tal sistema [Cy] di di- 
mensione arbitrariamente grande, e perci6 in w un sistema [C] di 
dimensione arbitrariamente grande e tale che la curva generica abbia 
in 7c un ciclo isolato colle date caratteristiche. 

Cosi il teorema h dimostrato. 

Nel costruire per6 i cicli X vi i molto deirarbitrario, perchi 
(n° 14) alcune trasformazioni quadratiche possono scegliersi in infi- 
niti modi. 

Noi diremo che due cicli isolati aventi le stesse caratteristiche 
sono atti a determinart un fascio di cicli delta stcssa natura, quando 
tuiti i trasformati dei due cicli fino airAT***""** hanno sempre la stessa 
origine; cioi quando le trasformazioni quadratiche che ne risolvano 
uno risolvano anchc Taltro. 
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La denominr.zione preoedente segue dal fatto che in tal caso 
ed in esso soltanto, sc C, c C^ sono le curve degli ordJni ir ed m 
(m ^ ft) che posseggono tali cicli, e C„ ^ h una curva qualunque 
del piano deH'ordine n — m, non passante per I'origine di quei cicli, 
il fascio di curve determraato da C, e dalla corva composta C^ C^^ 
i un fascio la cui curva generica ha, nell*origine di quei cicli, ua 
ciclo isolato coUe stesse caratteristiche dei due cicli dati. 

£ evidente percio che la nostra definizione i indipendente dalla 
scelta ddlc trasformazioni quadradche. 

Inoltre, per ^uanto s'i detto precedentementc, segue che, dato 
un ciclo X & possibile in itifiniti modi costruime uno X' isolato, 
aTente le stesse caratteristiche e xAe che le origtni dei trasfor- 
mati {fino al ctdo riscrito) ^ X coincidano con quelle di X\ Ed 
attora noi condnueremo a dire che X, X* sono atti a dcterminare 
un fasrio di cicli della stessa natura. 

In generale noi potremo dire che due cicli X, F{appartenenti 
o no ad una stessa curva), aventi le stesse comhinazioni caratteri- 
stiche, sono atti ad individuart un fascio di cicli itlla stessa natura, 
quando, costruito un ciclo isolato X* atto a determinare con X un 
fdscio di cicli de41a stessa natura, esso goda delta stessa propriety 
rispe<to ad Y. 

AUora le trasformazioiii quadratiche che risolvono X^ risolvoiio 
Y e vicevcrsa. 

i6. Data m un piano ic una curva C dotata in wi punto P 
d'«n cido X non isolato, le on combinazioiit caratteristiche (n* 14) 
siano i numeri : 



•o > ^o ; «i » ^1 ;•••;«»> A 



h9 



noi sappiamo costruire delle curve aventi ivi un ciclo isolato colle 
stesse caratterisdche (n"* 15). Se C & una tal curva, aliora Tabbas- 
sameato sul genere (n^ 10) dovuto alia sitigolaritli che la curva O 
ha in P, fc (n** 14) : 
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Noi continucrcmo a dire che D I l*abbassamento sml gcmrt pfth 
ddtio dal cklo X- (bencbi esso non sia isolato). 

s*. 

IiUersexioni di due cicli. — Determineiztone delVdbhas^ 
ftamento prodotto sul genere da una Hngolarith q%%a* 
lunque. — Che cosa possa iniendersi per singolarith 
u0uaH e per Hngolarith si/miU. 

17. Siano, in un piano x, X ed Y due cicli aventi la stessa 
origine P e degli ordini x, y. I cicli Xy Y, che noi supponiamo 
dtstiDti^ o appartengono ad una stessa curva od appartengono a curve 
diverse. In ogni caso> possiamo (n° 14), con un numero finito di 
trasfornuzioni quadratiche, risolvcre i due cicli, ossia ridurti a due 
rami semplici. Ma ci6 che importa qui notare i questo : che, appli- 
cando concemporaneamente ad X, Y successive trasFormazioni qua- 
dratiche (nel senso stabilito al n° 14), dopo un certo numero di 
queste, ad essi corrisponderanno due cicli aventi origini distinte. Ci6 
4 evidente quando X, Y appartengano a curve diverse : allora, per 
ci6 che s'& detto al n° 9, se a & il numero delle intersezioni che 
il ctdo X ha colla curva dotata in P del ciclo Y, dopo un certo 
numero finito f C^«) di trasformazioni quadratiche, perverremo a 
due cicli colle origini distinte. Se poi i cicli Xy Y appartengono ad 
una stessa curva dotata in P d'un punto (r)-plo (ove necessaria- 
mente r^2), denotando con D I'abbassamento sul genere prodotto 
da tal singolarith (n° 10), se dopo m trasformazioni quadratiche i 
ddi tnisformati di X, Y hanno ancora la stessa oiigine, ivi la curva 
trasformata ha almcno un punto multiplo di grado 2 e quindi (n^ 11), 

-D^TfCr— i) + fn. 

Siccome D b un numero ben determinato, dopo un certo nu- 
mero di trasformazioni, ai cicli X, Y corrisponderanno perci6 due 
deli coUe origini distinte. 

Per comoditii, chiameremo X^ , Y^ i cicli dati, e denoteremo 

Rmi. Circ Maiim.f U XI, parte i*. — Stampato il 2 aprilc 1897. 19 
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con Po la loro origine e con x^^ y^ i loro orjini. Denotiamo ora 
con r, una trasformazione quadratica la quale, applicata ai cicli 
•^o> ^o ("^l senso definito al n° 14), conduca a due cicli X,, 7,. 
Se X,, y, hanno origini distinte, c\ fermiamo, altrimenti appli- 
cbiamo ai cicli X,, Y, una novella trasformazione quadratica T^^ 
e cosl di seguito. Dope un certo numero tn di trasformazioni 
r, , r, , .. . , 7^^, , r^, perven-emo a due cicli coUe origini di- 
stinte. Denotiamo con X, , X, , . . . , X,^, , X^ i successivi cicli 
trasformati di X^ . con 7, , Y, , . . . , F^_, , Y^ quelli di 7^. Per 
ipotesi, per tutti i valori di / da o ad w — 1,1 cicli X<, Y^ hanno 
la stessa origine, che denotcremo P^ , mentre die i cicli X^ , Y^ 
hanno origini distinte che denoteremo -P^x> ^-.t* ^'^ posto, deno- 
tiamo con Jc,, Xj, ...,*,i^„ Jc^ gli ordini dei cicli X„ X,, ..., X^_„ X^, 
e con y^y y^, ••.>J'— ,. ym qu^Hi dei cicli 7,, 7,, ..., 7^,, 7,. 
// numero 

J=Xoyo + *«r« + x,y,+ ... + jf«-, y—, 

I (per definizione) i7 numero delle inter se^^ioni dei cicli X^ , Y^. 

Aggiungiamo che, qualora X^,, Y^ avcsscro le origini distinte, 
porremmo / = o. 

Ma per giustificare pienamcnte una tale definizione, & neces- 
sario dimostrare che il numero / cosi definito & indipendente dalla 
scelta delle trasformazioni quadratiche (purch& soddisfino alle condi- 
zioni imposte). Noi dimostreremo subito ci6. 

Prima di tutto osserviamo che i numeri x^ , x, , x, , ... , :c,^, , .y^ 
dipendono soltanto dalle combinazioni carattcristiche (n° 14) del cicio 

Xq, e similmente i numeri yot y,9 y^y •••> J^^-i* ym ^^''^ <^om- 
binazioni caratteristiche del cido Yo< 

Ed ora costruiamo nel piano tt una curva T la quale sia dotata 
in P^ d'un ciclo X^ isolato, avente le stesse caratteristiche del 
ciclo Xo e tale inoltre che, per tutte le trasformazioni successive 
r, , r, , . . . , r,^, 9 T^f '^ cicli trasformati X', , X^ , . . . , X'^, , X^ 
abbiano Ic origini P., P,, . . . , P^,, P^x i^"" H)- 

Si sa (n** 9) che il numero / testi definito non h altro, in tal 
casO; che U nuiperp d'intcrse?:ipni che il ciclo Y^ ha colla curva r. 
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In virtii di questa osservazione, comunque not cangiamo le trasfor- 
mazioni (mantencndo sempre la loro proprieti di essere trasforma- 
lioni sul cicio X nel senso stabiliio al n^ 14), il numero /non varia. 
£ chiaro, in virtfi della definizione precedente, che : 
Se in uno stesso piano tz X ed Y sono due cicli diversi aventi la 
sttssa origine P, e facciamo una trasforma:^ione quadratica del piano w, 
in cui P sia punto fondamentale e gli altri due punti sianofuori delle 
tangenti ad X, Y ed a distan:^a finita tra loro e da P, denotando con 
X\ y I cicli trasformati, con V il nuniero delle loro interse:(ioni e 
con x, y gli ordini di X, Yy il numero delle inter seT^ioni di X ed Y i: 

I=zxy + r. 

Ed ora P & nullo quando le origin! di X\ Y' sono distinte, 
cioi quando le tangenti ad X e ad 7 sono diverse, e viceversa. 

Quindi : 

// numero d' inters f;iioni di due cicli X, 7, aventi la stessa ori- 
gine, e degli ordini x, y, I almeno xy. £ proprio quest numero, quando 
Xf Y banno le tangenti distinte; altrimenti i certamente maggiore. 

II numero P differenza fra il numero d'intersezioni / dei cicli 
X, Y, aventi la stessa origine, ed il prodotto dei loro ordini si dice 
ordine di contatto dei due cicli. 

Per mezzo della costruzione della curva T fatta precedentemente 
e di un teorema del n° 9, si ha cbe : 

Se, in un piano tc, X, Y sono due cicli diversi aventi la stessa 
origine P, e facciamo una IrasJormaT^ione quadratica del piano tq^ per 
la quale P non sia punto fondamentale, n'e gtaaia su rette fondamen- 
tali, il numero delle interse^ioni dei cicli trasformati X% Y' uguaglia 
quelle delle interse^ioni dei cicli X, 7. 

Inoltre 4 evidente (n° 9) che: 

// numero delle interse^ioni di un ciclo X, d'origine P, con una 
curva passante per P uguaglia la somma dei numeri d' inter se^ioni cbe 
il ciclo data ba coi diversi cicli della curva data, uscenti da P. 

Rimandiamo il lettore al § V della Nota del sig. Noether: 
Les comhinaisons, etc., etc., loc. cit., per Tespressione di /mediante 
le combinazioni caratteristiche di X e di 7, espressione che del 
rcsto sarebbe adesso molto facile a ricavare, dietro la definizione 
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data delk combinozioni caratteristiche e del numero /. Osserviamo 
soltanto che la sola conosccnza delle combinazioni caratteristiche 
Don basta, in taluni casi> alia determinazione di /, cosa che del 
resto & evidente e -di cui 6 tenuto conto netla citam Nota del 
sig. Noether. 

1 8. Sia Del piano tc una curva irredunibile Cdotata in un puoto 
P di una singolarit& [<r], e siano X^^ X^, . . . , X^ i cicli di 'C 
aventi Torigine nel punto P. Siano X, , X, , . . . , X^ gli ordini di 
tali cicli, allora la curva C ha in P (n*' 7) un punto muttiplo del 
grado X, + X^ + . . . 4- Xj^. Sia inolire ij^ il numero d'intersezioni 
(n° 17) del cido X^ col ciclo Xj, (b ^ k; h, Jt = r, 2, . . . , |x). 

Assoggettiamo il piano i? ad una trasformazione quadratica con 
un punto fondamentale in P e gli altri due A t B fuori delle tan- 
genti in P alia curva C e a distanza finita tra loro e da P. Sia tt' 
il piano trasformato, p' la retta fondamentale corrispondente al punto 
P, (7 la curva irreduttibile trasfomiata di C ed XJ , Z^ , . . . , XJ|, 
i cicli trasformati di X, , X^ » • • • » X^. Le origini dei cicli 
X;, X;, ..., XI sono jpunti distinti (i^J^rt P;, P;, . . . , P; 
allogati suUa retta p\ ma fuori dei punti fondamentali del piano 1;^ 
Denotiamo con [<ij], [<y^], . . . , [<i^] le singolaritil che la curva C? 
ha nei punti P( , P^ » . . . , P). Denotiamo inohre con D^ 1'abbas- 
samento sul genere di C prodotto daila singolarit^ M (^^ ^o)» ^^^ 
D, , ^a f • • • > -^ijL gl^ abbassamenti sul genere prodotti dai cicli 
Z, , Z,, ... , Xj, (n** 16). Denotiamo inoltre con /)», , D^at ... , Da, 
gli abbassamenti sul genere prodotti dalle singolaritii [a[\, [<ra]>'«*>[<'j] 
c xon D[ , D[, .... D; quelli dovuti ai cicli X; , X;, ... , X;. 
Denotiamo inoltre con X| , X^ , . . . , X|^ «gli ordini di tali aidi. 

Si ha (n^ 11): 

JD^=^X.+X,+...+X^X^.+X.+ ... +'k-i)+D'a,+D',,+ ... +J%,. 
Ossia : 
^.= T^. (X. - I) + i.X.(X, _ I) + . . . + i.>^(X^ _ I) 

(0 + \>a + \\ + . . . + x,x^ + X.X, + x,x^ + . . . 
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Sia ora i^ il oumero d'imersezioni del cido X^ col ciclo X[ 
(A 3p£ i; A, i z= I, 2, . . . , |it). Avremo (n** n e n° i6) : 



T^»(^*— i) = iD» — -Di. (* = i,2,..., |i) 



Inoltre (n"" 17) 



W=^iyk— «M- (*?^*5 ^ *=I»a, ...,iA) 



Sicchft la (i) diviene : 

Ancora operiamo sul piano tq' una trasformazione quadratica con 
un punto fondamentale in P\ e cogli altri due punti fondamentali 
(hori della retta p' e fuori delle tangenti in P\ alia curva .C Sup- 
poniamo al solito che i punti fondamentali del piano tt' siano fra 
loro a distanza finita ,e supponiamo inoUre che la retta fondamen- 
tale opposta a PJ non passi per alcuno dei punti P^, Pj, . . . , P^. 
Siano inoltre X[ , X^ , . . . , X^ i cicli di C che hanno Torigine in 
P[, sicchi X^, , -Xj^a, . . . , X||^ non hanno Torigine in P|. Sia w" 
il piano trasformato, C la curva trasformata, /^f la retta fondamen- 
tale di w", corrispondente al punto Pj. Le singolariti [d^, ...,[^3 
che O ha nei punti P^ , . . . , PJ si trasformano in singolariti 
' [^> • • • > K'] ^'^^ ^" '^^ ^^^ punti corrispondenti P^', . . . , F,\ e, 
denotando con D?^ » . . . > -D?, gli abbassamenti sul genere dovuti a 
tali singolariti, si ha (n"" 10): 

.Alia singolariti^, [a[] che C ha in P[ corrispondono delle sin- 
golariti K], [<;], . . . , [a2 (i^t^g) die la curva C" ha in 
punti P^, , P^', , . . . , P['f allogati sulla retta />J', ma fuori dei punti 
fondamentali di ::". Denotiamo con i)?„ , ..., ^'„ gli abbassamenti 
sul genere dovuti a tali singolariti^ (n^ 10). Denotiamo inoltre 
ttn -y;:, X;, . ... , X;, X;;,, . . . , r; i ddl »corrUpondcpti ad 
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gli abbassamenti sul genere (n"" i6) prodotti da tali cicli. 

Denotiamo inoltre con i^^ il numero delle iDtersezionI (q° 17) 
di un ciclo X'^ col cicio X^' (b j£ k; &, * = r, 2, . . . , (x). 

Si ha intanto, analogamente alia (2): 

(3) D;.=z)?„+D;';,+ ...+z)?.,+t(D;-D;:)+ ^x* 0»-'«)- 

Intanto (n** 17) : 

iji = i^j z= o quando b ^g e k'> g, 
similmente 

ihk = C> quando * > ? e * > ^. 

Inoltre, come abbiam visto, 
e similmente (n* 10 e 16) 
Sicchi, ponendo: 

a; = d;, + d;, + ... + d;. 



tenendo conto delle precedenti nguaglianze e della (3), la (2) diviene : 



Ami ftMi,a,M.,ui— I 



Pope V trasformazioni quadratiche, denotando con A^*^ la somma 
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degli abbassamenti sul genere prodotti dalle singolaritii in cui s'& 
decomposta la [«] (n° lo), con Z)J*^ Tabbassamento sul genere (n® i6) 
prodotto dal ciclo -Xj'^ (i= i, 2, . . . , |x), trasformato di X^, con 
f|[i' le intersezioni (n"* 17) dei cicli trasfonnati 6i X^t X^ (h ^ h), 
si avii, come la (4) : 

(S) D, = ^<:>+f(D,-m+ X ('«-«1l^ 

Ora, se coUa v"*"* trasformazione si i ottenuto chc i cicli tra- 
sfonnati X, , X^ , . . . , Xjj, abbiano le origin! distinte (come si pu6 
sempre fare, in virtA della dimostrazione data al n*' ly), avremo 

6.^;^ = i;/)r\ ill^=o (A j^ k; A, *= I, 2, ... , |x), e la (5) diviene 






Si ha quindi il seguente teorema : 

Se su una curva plana C si ha una singolarith [<r] in un punto 
P, f J X, , X, , . . . , Xj, sono I cicli di C usctnti da P (n° 2), Vah- 
bassamento sul genere prodotto dal I a singolarith [<s] (ji° 10) i uguale 
alia somma degli abbassamenti prodotti dai cicli dati (n° 16) aumen- 
tola della somma dei numeri d* inter se:^ioni che i cicli dati hanno due 
a due (n** 17). 

19. Giunti a tal punto^ possiamo definire che cosa dcbba inten- 
dersi per curve dotate d'una stessa singolarith in un punto dato (*). 

Siano Cy C due curve passanti comunque per un punto P. Sup^ 
porremo cbe si possa far corrispondere ad ogni ciclo di C colVorigine 
in P un ciclo di O colVorigine in P, e viceversa; in modo che un 
ciclo di C ed il corrispondente di O abbiano le stesse caratteristiche e 
siano atti a definire un fascio di cicli della stessa natura (n° 15). Sup^ 

(^ Noi farenio ci6 in guisa Ja abbracciarc in tutti i sens! la nozione geo- 
iiietrica di curve dotato di una stessa singolariti, della quale Hnora hanno fatto 
uso i geometrl. 
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porrtnio incltre cht h trasfortiia^ieni qtiadraticbf che servcno a stac- 
tart It origini di due qualunque cicH diverii di C (n' 17) slatchtno 
contrmporantamcntt It origini dti cidi corrisportdtnti di C'eviceversa. 

In lal caso not dirtmo che le due curve C, C hanno la stissa 
singolaritb uel punlo P, m stnso astrallo. 

Dirtmo poi che C e O hanno in P la slessa singofarith risptito 
ad un cicio Z (non appartencnte ni a C ni a C), quando esse hanno 
in P h sitssa singnhrith in stnso astrallo, ed inollre il numtro deUe 
itilrrscjoni di un cicIo guahngue di C, usctnte da P, col etch Z 
ttgiagli qufUo delfe inttrse^ioni del cich corrispondtnU di C' col ciclo Z. 

Finntmtnie dircnto che dut carve C, C hanno in P la sitssa ntt~ 
golarifh rispttto ad una curva T (Jiversa da esse), quando hanno in 
P la slessa singolaril'a rispeilo ad ogni ciclo dt t uscenie da P. 

Date queste definizioni risulta Immedlata questa proposizionc : 

Tutte le curve del piano t, dello slesso ordine n, dotale in uno 
sitsso punlo d'una sitssa singolaritb (in scnso astraito o rispetto ad 
un ciclo o a pii cicli) costitniscono {quando esistono) un stslema 
lintare. 

Vicevcrsa : 

Le curve (gtneriche) d'uno stesso sislema lintare avente in P un 
punlo base hanno ivi la slessa siftgo'arita (in senso astrallo). 

Inollre, per la proposizionc del n° 18: 

Se due curve irredutlibili hanno in uno stesso punlo P It siesse 
singolaritb, gli ahbassamenii sul genert (n° 10) davuti a tali singola- 
rith sono uguali (e quindi sono uj^uali pli aSbassamenti sulU classe, 
sul numcro dci flessi, del puntr sestatici, etc., etc.). 



20, Simlimcnre dlremo che due nirve C, C hanno in due punii 
P, P' (distinti o coincident!) singolaritb sinilli, quando ad ogni ciclo 
di C, uscente da P, si pu6 far corrispondere un cfdo di C', mcenle 
da P', colle stessc caratteristiche, e viceversa; c quando ino(tre H 
nuniero delle interseziont (n" 17) di due cicH qualunqne di C, nscenti 
da P, uguaglia qucllo dei cicli corrlspondenti di O. 

Per il n° 18: 

Due singo'arit'a simili producono uguali abhassanitnii sul gettere. 

£ da osservare che, se due curve hanno in uno stesso pumo 
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una stessa singolarith, hanno ivi conseguentemente due singolarit^ 
siouli^ ma non i vero il reoiproco. Per esempio, due curve che ab- 
biano nello stesso punto due cuspidi ordinarie (cicli isolati di 2° or- 
dine e I* classe) hanno ivi singolarit^ simili^ ma, afEnch& abbiano 
la stessa singolarit^, in senso astratto, h necessario e sufficiente che 
abbiano la stessa tangente cuspidale; etc. etc. 

Palermo, a8 febbrajo 1897. 

MlCHBLE DE FrAKCHIS. 



ERRATA-CORRIGE 

A pag. 116, linea 10 tolgasi il periodo: 
Supponiamo che 11 fascio (K) sechi la curva C secondo una 
scric lineare gl (n° i). 

K^nd. Qirc. Matim.^ U XI, parte i*.— Stampato il 7 raaggio 1897. ap 
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UNA QUESTIONE SUI HUMERI TRANSFINITI. 



Nota di C. Sural i-Forti, in Torino. 



Adoaanu 4el a8 nurio 1897. 



Scopo principale di questa Nota & di dimostrare> che efFettiva- 
meiitc esistono dei numtri transfiniti (*) (o tipi d'ordine) a^ b tali 
che, a non & eguale, non h minore e non h maggiore di b. 

Basandoci su resultati gi^ noti, potremmo in pocbe parole di- 
mostrare quanto era abbiamo aflfermato; ma per togliere al lettore 
ogni dubbio sulla validitii della nostra dimostrazione, abbiamo cre- 
duto necessario stabilire esattamente (nei §§ i-8) il significato dei 
termini dei quali facciamo uso (**), ripetendo— sebbene sotto forma 
alquanto di versa— alcune cose gi& esposte in questi Rendiconti (^*). 



(*) G. Cantor.— Beitrige zur Begrundung der transfiniten Mengenlehre 
(Math. Ann., B. 47). — Traduzione italiana nella Rivista di idatemalica^ a. 1895. 
Per i lavori precedent! del sig. G. Cantor sullo stesso argomento, si consult! 
la Lista hibliografica del sig. V i v a n t !, unita alia parte VI del FormuJario pub- 
blicato dalla Rivista di MuUmaHea, 

(**) Per il significato dei termini, elasse^ earrispondenxa, elasse finita^ ... ri* 
mandianio il lettore aMa nostra Nota: c Le class! finite » pubblicata negli Atti 
dell'Accadetnta di Torino, a. 1896. 

(^•) Tomo VIII. — « St|lle (lassl ordinate e i nutneri transfiniti ». 
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§ I. Ordint degli eUmenti di una chsse. — Sia u una classe. 
Diciamo che b i un • ordine dcgli u », quando (*) : 

(a) b h una corrispondenza fra gli element! di m e classi for- 
mate con element! di u. 

(b) La corrispondenza b h transiliva; cioi se x^ y, ;; sono ele- 
ment! di u, St X h un elemento dclla classe by t se y h un b^, 
allora x h un b:(^. 

(c) Se Xy y sono element! di u^ non pu6, ad un tempo> essere x 
Mn by e essere y un hx. 

(d) Sc Xy y sono element! qualunque di u, sempre si lia che : 
X h identico a y^ o x h un by^ o ^ & un bx. 

In simboliy scrivendo Ord u al posto di < ordine degli un, ab- 
Uamo 

I. utK.o.Ordu=z(Ku){u '-^ht\x,y,:(^ttt -xtby .yth^.o,^^^. 
xtb^.\x,ytu.xthy.ytbx. =^yA.\x,ytu. o^^ : x =y . >^. xtby. 

>^.ytbx\ (DcQ. 

Se, essendo x un elemento di u, chiamiamo < seguenti di x in 
II rispetto all'ordine h » gli element! della classe hXy scorgiamo fa- 
dlmente che le propriety (a) — (d) attribuite ad b, sono quelle che 
ordinariamente si annettono all'idea di ordine. 

Invertiamo la relazione ytbx {y h uno dei seguenti di x) scri- 
tendo xtl^^ e qutndi Vy pu6 stare al posto di c precedent! d! y 
kir u f fspetto all'ordine b » . Chtamiamo c prima degli Uy rispetto al- 
Vordttre b » Kelemento x di ft che non ha precedent! {b\x =r a), e 
chiamiamo < ultimo degli u rispetto all'ordine b » I'elemento y An 
che nott ha seguenti {by zzza). St x iun elemento di My chiamiamo 
c immediatamente seguenU di x » T elemento y dx u che i uno dei 
seguenti J^ed & tale, che non esistono degli u che sono, ad uti tempo, 
seguenti di x e precedent! ^\y (ytbx . u^hx^b\y = A). H pitmo 
o I'ultimo degli u, o Timmediatamente seguente di un elemento 
qualunque di u, pu6 non esistere; ma se esiste h univocamente de- 
terminato [c!6 risulta facilmente dalle condizion! (iO — (d)]. 



O P«r maggiori schiarimenti sulle cose cootenute nei $$ i*8 si consult!: 
C B u r a I i-F o r t u^SulU classi ordinate e i mnmri trmufimiti, loc cit. 
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§ 2. Classe ordinate (*). — Sieno «, v classi qualunquc; sia h 
un ordine Jegli u^ c ^ un ordiiie dci v. Scriviamo (u, h) al posto 
di « classe u i cui element! sono disposti neirordine & », o al posto 
di < classe u ordinata col criterio b ». 

Nod sembra attualniente possibile definire (u, h) ponendo (ji^ h) 
eguale (tdentico) a un complesso di segni avcnte significato note. 
Noi definiamo (u, h) come ente aslralto, stabilendo in qual caso due 
classi ordinate debbano ritenersi identicbe. Poniamo 

2. UyVtK. h zOrdu.ktOrdv .0 .\(ji, b)=z(Vfk).=z:u=^v. 
b = k (DeQ 
cioi ammettiamo che (fi, b) h identica a (i;, k) quando, u & iden- 
tica a V c la corrispondenza b h identica alia corrispondenza k. 

Sc u b una classe contenente un solo elemento x^ (uz JJn), 
allora ogni ordine b degli u & tale che bx = A. Possiamo quindi 
convenire di indicarc col segno a ogni ordine di u, e in conseguenza 
(fi, a) rappresenter^ la classe u ordinata. 

Scrivendo Ko al posto di < classe ordinata t poniamo 

3. Ko = (u, b)t\utK . btOrdu] (Def) 
cioh diciamo che (u, b) & una classe ordinata quando u & una classe 
e b h un ordine degli u. 

§ 3. Classe ptffettamtnU ordinata. — Sia u una classe non nulla 
(contenente effettivamente degli elementi) e sia b un ordine degli u. 
Diciamo che (ft, b) h una c classe perfettamente ordinata *, 
quando : 

(a) Esiste un elemento di u che, rispetto all'ordine b, occupa il 
primo posto. 

(b) Ogni elemento di u che ha dei seguenti, ha Timmediata- 
mente seguente. 



(*) G. Cantor, loc. cit. a Chiamiamo setup! icemente ordinato un insieme 
if, quando fra i suoi elementi sussiste un dctcrniinato ordine di posto (Rangndung) 
per cui considerando due elementi qualunquc m, , m^ Tuno prcnde il posto infe* 
riore e Taltro prcnde i! posto superiors e ci6 in tal guisa che, se di tre elementi 
m^^ m^ 6 my &, per 11 posto, m^ inferiore ad m, ed m, inferiore ad m^ , anche 
OTi k^ per 11 posto^ inferiore ad m^ ». 
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(c) Qualunque sia Telemento x di u si ha che : o x non ha 
rimmediatamente precedente; o esiste un precedcnte y di x, non 
ayeote rimmediatamente precedente, tale che gli u che sono, ad 
on tempo, seguenti di^ e precedcnti di x, formano una classefinita. 

In simboli, scrivendo Kpo al posto di < classe perfettamente 
ordmata •, si ha 

4. Kpo = Ko ^ {u^ *)s 1^ — = A : • : xeu . i|x z= A - =z=, A ; • : 
xtu.bx^zizh.o^iytbx . a.-s/;.r^/;[yziiA. -=yA :•: jceu .o, : : 
jib^.u^by^^xzzzh . =y A . ". ^ .\y% h\x\m i b\yM ^hm^h\y = a. 

=,A:(«-i;f-A|x)8Kfin:-=,A| (*) (DeQ. 

II sig* G. Cantor chiama < classe ben ordinata >^ quella classe 
ordinata che sodisfa alle condizioni (a), {b). Avvi notevole di£fercnza 
tia la classe ben ordinata e la classe perfettamente ordinata : sieno, 
p. es., a, 9 a^ , a, » ... b^^ b^y ^3 > • • • > gli dementi di due classi 
nnmerabili; se consideriamo la classe ordinata 

si vede facilmente che essa & classe ben ordinata ma non perfetta- 
mente ordinata, mentre 

i classe perfettamente ordinata e, in conseguenza, anche bene or- 
dinata. 

S 4« Relmjoni tra classi ordinate. — Sieno (k, i), (v, jk) classi 
ordinate. Scriviamo (v, A) f (ti, i&) al posto di < corrispondenza ordi- 
nata tra gli 11 e i V ordinati con i criteri h, k*. Diciamo che / & 
una di tali corrispondenze quando : / & una corrispondenza univoca 

(^ La definizione che ora abbiamo data, si presenta sotto una forma sim* 
bolica alquanto coniplicata pcrch^ non abbiamo voluto introdurre del segni per 
indicarey immtdiatamente precedente o seguente di x, primo o ultimo degli ti» ecc. 
Tail scgni sari conveniente introdurre volcndo trattare completamente la teoria 
delle classi ordinate. 
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€ reciproca tra gli ii e i v; ed 6 tale che se x, y sono element! di 
tt e X i uno dci seguenti rispetto ad h di y, allora anche/x h uno 
dci seguenti rispetto a * di fy. In simboli si ha : 

5. (a, /;), (v, A)eKo . o . (v, *) f(fi, *) = (vf «) rep ^Yt\x,ytu. 
xtby. 0,^^ . /x 5 * (/;f)}. (DeQ. 

Diciamo che («, i) i equivalente (*) a (v, jfe) e scriviamo 
(«, i)c/)(v, k) quando tra (ji^ b) e (v, ^) si pu6 stabilire una cor- 
rispondenza ordinata. Diciamo che (w, h) i minort di (v, Jt), e scri- 
viamo (w, A) < (v, Jfr), quando esiste una classe w contenuta in v 
e tale che (/i, h)(/i(w, k) (**). In simboli abbiamo : 

6. («,i),(v,i)eKo.D:(«,i)c/>(v,Jfe).=.(v,i)f(tf,*)- = A. (Det) 

7 D.-.(a,/?)<(v,*).=:u/sKv.(ii,A)c/>(t(;,i),-z=:^A (Def)^ 

Dalle prop. 6, 7 si deducono facilmente le seguenti 

(11, A), (v, A), («;, /)eKo.D.*. 

8. (tt, A)c/)(tt, h) 

9. («, /?)c/)(v,i).=:.(v, *)c/)(ii, b) 

10. (a, h)(/i(y, k).(Vf ^)oo(u/, /).3.(tt, h){/i(w, /) 

11. (u, A)c/3(v, *).D.(ii, A)<(v, *) 

12. (a, A)c/5(v, *)-(v, *)<(t<^, 0-3-K ^XCw', 
13- («> h)<(v, k).(v, k)<:(w, 0-3-(«> *)<K 
14. (tt, A)co(v> ^)*D.I*COV 

is-K *)<(f, *).o.«<vr*). 

§ 5. OptraT^ione S. — Sicno («, b\ (v, it) classi ordinate uii 
che fly t; non abbiano elementi a comune. CxA simbolo (ti, b)S(v^ k\ 
che leggeremo « dassc ordinata {Uy b) seguita dalla classe ordinata 
(y, k) > indichefemo la classe m w v (somma logica di u con v) 

O n sig. Cantor chiama simili (^hn*ich) le due classi. Noi conserviamo 
il termine equivalenti, poich^ esscndo questo stato definito per due classi 
(Cfr: « Classi finite », 1. c) & attuaiinente privo di significato per due classi or- 
dinate. Lo stcsso dicasi per il segno < da noi introdotte sulle « Classi (inite». 

(**) Si osservi che ogni ordine del v & pure un ordine di ogni classe con- 
tenuta in V, ($ i); quindi, ac w h una parte di v si ha che (w, k) h pure una 
classe ordinata. 

(^) Cfr. « Classi finite », 1. c 
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ordinata con un criterio / tale che, essendo jt, y element! di ii w v, 
Paffermazione xtly equivalga a dire che : o x, y sono elementi di 
u e xthy^ Xy y sono elementi di v e xzky^ oxhMUVtyk 
un u. In simboli si ha 

16. («, A), (V, *)8Ko . II ^ V = A . D . («, *)S(f^, *) = 

i[(i»wv, /)8{/eOrd(iiwv):.:x,;ffi(ttwv).D^::xe/y. = ,\x,;r«tt. 

xiijr: w: jc, jrsv.xs^jf :v-/:x«v.jftii}] (Def). 

Si dimostra assai facilmente che (ti, h)%{yy k) h una classe 
ordinata univocamente determinata. Analogamente si ha che 

17. (n, A), (y, *)«Kpo . II '-N V r= A . D . (tt, A)S(v, *)«Kpo. 

5 6. rip(? d*ordine. — Se (ii, £) & una classe ordinata, scriviamo 
T%u^ b) al posto di < tipo d'ordine degli u ordinati col criterio 2r>. 
Consideriamo il T'(if> h) come un ente astraito funzione di (u, h), 
che (u, h) ha a comune con tutte le dassi ordinate ad essa equt- 
valenti; vale a dire poniamo 

18. (11, A), (v, Jfe)«Ko.o:T*(ii, A)=T'(v, *).=.(«, A) oo(v,]t) (DeQ. 
Scrivendo T al posto di t tlpo d'ordine », poniamo : 

19. T = JtijCtt, Jb)eKo . X = T'(ii, A). - =(.,*> a} (Def), 
Dalle proposizioni 8, 9, 10 risulta subito che per i tipi d'or- 

dine, I'eguaglianza definita dalla prop. 18, gode delle proprietary rifles- 
siva, simmetrica e transitiva; che cio6, se a, b sono tipi d'ordine 
qualunque, si ha 

a = a; a=zh . z=i .b =z a\ a=^h.bz=zc,o,a=zc. 

§ 7. Maggiori e minori. — Sieno (n, h\ (v, h) classi ordinate. 
Dijciamo che il T'(ii, h) h minore del T*(v, ifc), o che il T*(v, Jfe) 
fc maggiore del T*(ii, A), e scriviamo 

T'(tt, A)<T'(v, *), o, T'(v, *)>T'(ii, A) 

quando: esiste una parte v, di v tale che (11, A)co(v, » k)\ ma non 
esiste una parte 11, di u tale che (u^ , A) co (v, Jb). In virtii della 
prop. 7 si ha che 
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20. («, A), (v, Jfe)eKo .o.\ T*(tt, A)<T'(v, A) : = : T'(r, Jt)> 
T* («, A) : = : (w, *) < (t;, *) . (v, *) - < (n, A). (DeQ 

Si hanno le prop, seguenti : 
fl, b, ctT . : 

21. a=zb .a <^b . =z. A 

22. fl<;i.fl>i.=.A 

23. a^=b .b <^c .0 .a <^c 

24. a •< t . t < c . . fl •< c. 

Le prop. 21, 22 espriiliono che dei tre casi a=:b, a^b, a<^b 
non possono vorificarsene due ad un tempo; esse sono immediate 
conseguenze dclle prop, del § 4. Delle stesse prop, fe pure imme- 
diata conseguenza la prop. 23. Dimostriamo ora la prop. 24. — Sieno 
(«*• fc). (v> *)> (w* ^^^5^* ordinate. Dalla prop. 13 abbiamo che 

(u, h) <(y. i).{v, *)<(«;, l).{w, I) <(«, *).o:(t/, *) <(«, *). ^ . 

(«/,0<(f, *)(*); 

trasportando nell'ipotesi i due termini della tesi e trasportando nella 
tesi il terzo fattore deiripotesi si ha, 

(fi, h) <(v, *) . (r, *)- <(ii, h) . (if, *) <(u;, . K 0- <(v> *)• 
.(«;,/)- < (w, *); 
uncndo alia tesi il fattore (u, h) <^ (w, /), che ft conseguenza del- 

ripotesi, e ricordando la prop. 20, si ha la prop. 24. 

Non ci i per6 possibile dimostrare che : 

A. a^btH ,o\az=zb .^ .a <^b .s^ .a^ b^ 
che cioi, per due tipi d*ordine qualunque debba sempre verificarsi 
uno dci tre casi a=zhy a<^by a^b. Operando come nella nostra 
Nota € Sopra un teorema del sig. G. Cantor* (**), riduciamo la 
prop. A al prodotto logico delle due seguenti : 

I. (tt, *). (v, *)€Ko.D:(fi, A)<(r, *). -.(v, *)<(«, *) 

II. («, *), (if, *)8Ko.(tt, h) <(t;, t).(i;, *) <(«, h).o.{u, h)^{v, Jt). 
Se per un momento ammettiamo vera la prop. Ay o almeno 

la II, dalla prop. 20 si deduce dopo semplici trasformazioni logiche 
che : 



(*) Perch^ se a, &, c sono proposizioni si ha che b,o,h ^^ c e quindi, 
(^) Atti Ace Scieaze. Torino, a. 1896. 
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B. (u,h), (t;,Jfe)eKo.o.-.T'(ii,A)<T'(v, Jfe), = :(tt,A)<(v,Jfe). 
(tt, A)-c/)(v, A); 

cio4 che : il T'(ii, h) h minore del T*(u, h\ quando qucsti non sono 
eguali ed esiste una parte v, di v tale che (m, b)^(v^, k). £ sotto 
questa forma che il sig. Cantor (*) di la definizione della rela- 
zione contenente il segno <^. La nostra prop. 20 e la J3 sono equi- 
valent! quando sussista la A, o almeno la IL Assumendo la B per 
definizione non sapremmo, scnza ammettere la II, come dimostrare 
la prop. 24. 

Dalla prop. 20 e dalla B si deduce assai facilmente che 

C. (n, *), (V, *)«Ko . («, A) <(v, k).o. TXu, b) ^T*(v, *). 

5 8. Numeri ordinali e somtna. — Diciamo t numero ordinale » (♦•), 
e scriviamo No, al posto di c tipo d'ordine di classe perfettamente 
ordinata >; 

2j. No = T«Kpo. (DeO 

Poniamo 

26. i==rT«{Ko-(ir*re(tt«.Un)} PeQ 
doh diciamo uno il tipo d'ordine delle classi ordinate (u, b) tali 
die u contiene un solo elemento. Risulta subito che 

27. I « No. 

Definiamo la somma di due tipi d'ordine, e quindi anche di due 
numeri ordinali, ponendo 

28. (fi, b),(v,k)tKo.u^v = A.o. T'(tt, b) + T*(v, *) = 

T«{(ii. A)S(v, *)[. (DeQ 

Osservando che due classi ordinate equivalent! seguite da una 
stessa clause, soiio pure equivalent!, risulta che la somma ora defi- 
nita k indipendente da u, v, A, k; di pii!i dalla prop. 17 risulta 



O MftteiUmgen ^wr Lehre vom Transfinilen, Zeitschr. fQr Phil., t. 91, 92. 

(**) II sig. Cantor dice veramente numero ordinale al posto di « tipo d*or* 
dine di ana classe ben ordinata ». La propriety dei nostri numeri ordinali ci sem- 
bra coQcordino per6 con quelle dei numeri ordinali del sig. Cantor. Del resto 
cl6 ha nessuna influenza sulle nostre conclusioni, per le quali basta sia prorato 
che i nostri T sono prccisaraentc i tipi d'ordine djl sig. Cantor. 

Jtnfi. Qirc, MsUem.^ t. XI, parte i%-^Slampato il 7 maggio 1897. %\ 
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99. 0, ^>No.3.a -(- ^eNo 
e la stessa prop, sussiste se al posio d\ No poniamo T ^). 

§ 9. Cons^vtfue tiella ptoposi^ione A. — Ainmettiaiuo ora vera 

la piop. 4 e vcJUmo quali proposizloat si deducooo lo^cameme 

da essa. 

JO. a»Ko . D .0 -f I >■ a. (A) 

Dim. Sia (h,^) uaa classe perfettanieote ordioati avente a pcf 

numero orJinale e sia v una classe contenenle un solo elememo. Sc 

poniainQ 

^ = (ii, *), Q = i-, h)S(v. A) 

sL 1»4 c)xe f < Q.. L^ prop, jo sari dimostraw, quaodo, ia virti 
d^Ll4 propi. ^4 riusciremo a dimostrare che P^u>Q. Ss P non Ha un 
ultimo clcmcnto, allora P — ViQ percht Q ha uo ultimo eLemcaco 
^ttet it IV, Se P ha un ultimo elemento x, allots esjste (5 3) uo ele- 
mento j* di » chc non ha I'immediatamente precedente e ial« che, 
gli (^H ■-■ h y) --' I y forniano una classe finita di n element!; allora, se 
PiT'Q, sono anclie equivalcntile dassi P, , Q, che si otiengono da 
P, Q sopprimendo gU ultimi « dementi; ma cii 4 assurdo perchi 
P, non ha ultimo clcmcnto c Q^ bn y per ultimo clemento (•*). 
Dunquc P — u^Q e, in cooseguenza, sussiste la prop. 30. S! osservi 
che la prop. 30 non 4 vera in generate se, secondo il sig. Cantor, 
si chiama njimero ordinale, 1] tipo d'orjinc di una classe bea ordi- 
naia, conic si deduce subito datl'eseinpio portaio alia fine del ^ 3. 
31. (JeNo. a: .veNo. fl<jr.Ar<;a+ 1.=, a {A) 

Quesia proposizione— che esprime non esisiere un numero ordi- 
nale compreso fra a e j -f i — i facile conscguenza della prop. C. 
Se d i un numero ordinalc, possiamo indicare con E]>d i au- 
meri ordinali maggiori di a, pcrch^ la relazionc x^a equivale alta 



(^}. Si iaicnde che bisogoa lix snuneisi resistenu di almeno uiu classe 
infiniu. (Cfr. C'assi Unite, I. c.). Del resto le non. eiistono ohisi infinite aUoM 
i, lifi d'ordiiit sano i aamtri inttri. 

(**) Si iatcaJe die qui fuci-uno uso del principit di iaduXfoM toinfl*!^ dii 

noi dimostrato ne'U m^tia. Nota * Le class! rioicc n. 
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fetazione jft(T»tf. 1ft cMisegti^M, se ?> fe ilii dfitttio d'^rdine 

per i numeri ordinali, allora (Mo, e]>) indlca la dasse dei oumeri 
ordinal! ordinati in senso crescente. 
Noi vogliamo ora dimostrare che 

32. (No, 7»8Kl)o (A). 

Dim. Intanto (No, c >*) i dasse ordinata perchi le condizioni 
(b), (c) del § I sussistono in virti!i delle prop. 24, 21 e 22; la con- 
diziooe (d) equivale alia prop. A.—Le prop. 27, 30, 31 dimostrano 
che le condizioni (a), (b) del § 3 sono verificate per la classe ordi- 
nata (No, e>>). Sia ora (n, b) una classe perfettamente ordinata il 
cui numero ordinate i a; sodisfacendo (n, h) alia condizione {c) del 
^ 3 si ha che: o a nod ha rinamediatamente precedente (si in- 

tende nel criterio c», o esiste un numero ordidalt x minorc di n, 
mm avcnte rimmediatamente precedence, t tale^ che ripeiendo <ii k 
un tium^o fintco di volte I'openi^on^ + t si trova 0% Dun^de 

(No, 7» sodisfii antht alia condizione (c) dd § ^. 

Essendo (No, c ]>) classe perfettamente ordinata, possianio potfi 

33. = T'(No,7» (DeO 
e si ha che 

34. OtNo. (iO 

Si pu6 ora dimostrare che 

35. tfsNo.D./i^O (i<). 

/)iiff . Sia (ff, b) una classe perfettamente ordinata avente a per 
numero ordinate. Sia (v, JE:) la classe ordinata ottenuta con le leggi 
seguenti : qualunque sia I'elemento x di fi, la classe u^^hx sia un 
eleroento di v, e v non abbia che di tali elementi (v risulta dunque, 
classe di classi); se jc, y sono dementi di u e xtby si abbia che 
(i» ^ - bx)tk(u ^ - by). 

Risulta subito che (fi, h) c/3 (v, ib) e quindl (v^ k} h classe perfe^ 
tantnte ordinata il cui aumera ordinala 4 0« Si h« pur* faa^mtma, 
MIe pfoposizioDt pre^dnti, die \w dattt dd mnfteii ordiiiall degli 
dei&eMi di tf, ordinata col criterid k, h una da!sse di nutteri ofd^ 
nail minori di a, perfettamente ordinata Iti sefiso cmcetste ed svetttt 

iiptff numero ordinale^ nu tale dasse h minarc di (No, *^^ C 
^oindi dalla prop. C risulta la prop. 35. 
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§ 10. Conclusione. — Se nella prop. 30 poniamo O al posto di a 
e nella prop. 35 poniamo Q -{- i a\ posto di a, abbiamo, in virti!i 
delle prop. 34, a6, 29, 

+ i>U; 0+i<^0 

che, per le prop. 21, 22, risultano contradittorie. 

Ammettendo dunque la prop. A, siamo giunti ad un assurdo, 
e quindi risulta rigorosamente dimostrato, che esistono almeno due 
tipi d'ordine a, b (e ne esistono certamente tra i numeri ordinal!) 
tali che a non h eguale, non h maggiore e non h minore di b. 

Risulta dunque impossibile ordinare i tipi d'ordine in generale, 
e in particolare anche i numeri ordinali, in senso crescente : vale 
a dire; i tipi d'ordine non possono fomire per le classi ordinate 
una classe campione, come per le classi finite e numerabili la for- 
nisce la classe dei numeri interi ordinata in senso crescente (*). Q 
sembra che cosi uno dei pii!i importanti scopi dei tipi d'ordine venga 
necessariamente a mancare. 



Torino, febbrajo 1897. 
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(*) Nemmeno la c*asse dei tipi d'ordine che non sono numeri ordinali, pu6 
fomire la classe ordinata campione per le classi ordinate non pcrfettamente or- 
dinate. Si pu6 infatti dimostrare assai facilmente che per i T«No, o non h vera 
la prop. Af o non 6 vera la proposizione seguente: «Data una Ko^iKpo esistono 
due T « No Xf y tali, che i tipi d'ordine non minori di x e non maggiori di y 
ordinati in senso crescente, formano una classe ordinata equivalente a quella 
data ». Si capisce che questa prop, h necessario sia veriHcata insieme alia W, 
affioch^ la classe dei T-iNo possa essere una classe campione per le Ko^Kpa 
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SULLE SERIE PROCEDENTI SECONDO LE DERIVATE 



SUCCESSIVE DI UNA FUNZIONE. 



Nota del prof. S. Pinoherle, in Bologna. 



Aduiumu dell* 1 1 ftprile 1897. 



Le serie ordinate secondo le derivate successive di una fiin- 
zione presentano un speciale interesse, per il fatto che esse possono 
servire alia rappresentazione analitica di ogni operazione distribu- 
tiva, come ho dimostrato in un recente lavoro (*)• Queste serie 
presentano sulle altre rappresentazioni analitiche delle operazioni di- 
stributive, in particolare sulle espressioni di esse mediante integrali 
definiti semplid o multipli, il vantaggio di non contenere elementi 
arbitrari quali le linee di integrazione; inoltre i calcoli su quelle 
serie, dove ne sia verificata la convergenza, presentano una grande 
semplicitl^ ed una notevole analogia coi calcoli sulle ordinarie serie 
di potenze (*.*). 

La presente Nota si divide in due parti. Nella prima, si dk una 
condizione generale relativa alia convergenza delle serie ordinate se- 



(*) SuJU opiraxiwi funiionali distrihuHv$. Rendiconti della R. Accademia dei 
Lincei, febbraio 1895. 

C*) Vedi la Nota : Delia validity ejfelUva di alcum svilufpi in strie difun* 
\imiit ibid*, gennaio 1896. 
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condo le derivate successive di una funzione; nella scconda, si con- 
sidera una classe particolare di tali serie, e cio& quelle che— per la 
relazione fira i loro coefficient! — si possono dire ricorrenti; tali serie 
presentano analogla colle ordinarie serie ricorrenti deiralgebra, td h 
facile di esprimere in termini finiti Toperazione funzionale che esse 
rappresentano. 

I. — Candiaioni di canvergenzeu 

1. Indichiamo con T una porzione sempUcemente connessa qua- 
lunque del piano della variabile complessa x (o di una riemanniana 
ad un numcro qualsivoglia di fogli e che sia stata resa semplice- 
mente connessa mediante un numero opportuno di tagli). Sia p(:c) 
una funzionc — nel senso generale della parola — dei punti di questo 
campo; questa funzione sia in T ad un valore, continua, finita, 
reale e positiva. Sia poi a,(v) (ii = o, i, 2, . . .) una successione 
data di funzioni analitiche regolari in T e che per ogni valore di 
X preso in questo campo, soddisfino alia disuguaglianza 

(0 l«.(*X <?•(*) (»«o^ t* »»••). 

G>a qu<esta successione di fun^oni costruiamo la serie 

essendo f (x) una funzbne analitfca regolare in una pora^ome 7^ di 
T; vogliamo mostrare come s\ possa determinate nn*area In T, , pei 
punti della quale la serie {a) sia convergente assotutamente ed uni^ 
formemente. 

2. A questo effetto, definiamo la seguente funzione ad un va- 
lore, reale e positiva dei punti di T,. Se rappresentiamo con (c) 
Tinsieme dei punti del contorno di T, (contorno che pu6 constare 
di un sistema qualunque di linee e punti), ad ogni punto x deli'in-- 
temo di 7, oorrisponde un limite inferiore per le distaaxe di x da 
{c)\ questo limite inferiore si indicherl^ con S(jr). 
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Si scorge subito come ^ (x) $ia una fuozione perfettameate de- 
tenniaaia per ogni punto x di T, ; come essa sia reale e positiva entro 
a r,; come sia nulla al contomo; come raggiunga un massimo in 
uno o pii!i punti o in iinee — ma non in aree — neirinterno di T^i, 
come infine, descrivendo da un punto x^ interao a T^ il cerchio 

(^o > (*) ^^^^ contenuto in T^ ^ per ogni punto x interao a qnesto 
cerchio si abbia manifestamente 

onde la continuitl^ di i(x). 

3. Ci6 posto, si pu6 ettunciare k scguente proposizione : 
c Se si trova in T^ un punto per il quale sia 

c esisteri^ tutta un'area i cui punti soddisfano a questa disuguaglianza, 
c e in questa area la serie (a) h coaver^ente assolutamente ed uni- 
c formemente e rappresenta quindi una funzione analitica. > 

liitanto, se esiste entro a T^ un punto per il quale sia verifi- 
Oata la (2), esisterii t-utta un'area i cui punti verificheranno quella 
disuguaglianza, in seguito alia continuitii di p(jt) e di ^(x); sia T^ 
questa area. 

Indichiamo con x^ un punto qualunque interao a T^ ; per avere 
P (^o) <! ^ (*'oX ^* possono assegnare tre numeri positivi :(, , ;?, , j(, 
tali che sia 

(3) P(^c)<?.<^.<^,<»(^a). 

Essendo poi la p(x) continua, si pu6 descrivere un cerchio 
(x^y r) tale che per ogni suo punto sia 

D*altra parte, la funzione f (x) essendo regolare in T, sari svi- 

(*) Si in4ica con questa nota^ione il cer^io di oeotio :k^ e di raggia r. 
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luppabile in serie di potenze di x — x^ convergente nel cerchio 
[x^ , i (x^]; csso avri dunque nel cerchio (x^ , :(,) un massimo va- 
lore assoluto m. La 9 (at + ^4) si pu6 quindi sviluppare col teorema 
del Taylor 

sotto la condizione \x — ^©1 + ?t <C ^ (^o)> ^'^^ * fortiori per i punti x 
del cerchio (x^ , ;f , — ;fj, ed in questo cerchi6 sari, come 6 noto : 



w -Ji 



<ry 



dx- 






Considerando ora la serie {a), e prendendo come intomo di x^ 
il minore dei due cerclii (x^,, r) ed (x^, j(, — :f,), si avri in forza 
delle (i) e (4), per tutti i punti x appartenenti a queirintomo: 

da cui risulta, per la (5), la convergenza assoluta ed in ugual grado 
della serie (a) per ogni punto dell'intorno considerato di jc^, e di 
consegucnza per tutta I'area T^. c. D. D. 

4. Chiamando campo fun:(ionale di convergen:(a della serie (a) 
rinsieme delle funzioni analitiche <f(x) che, sostituite in (a), la 
rendono uniformementc convergente nei punti di una area, si vede 
che a questo campo appartengono tutte le funzioni per le quali la 
distanza di un punto x di T dalla loro singolariti pii!i prossima &, 
per qualche punto x, supcriore a p (x). Se poi per x = x^ , si ha 
p (x^,) = o, ogni serie di potenze di x — x^, convergente in un in- 
tomo di Xq per quanto piccolo, appartiene al campo funzionale di 
convergenza della (a)^ che viene cosi ad essere, rispetto ad x^, una 
di quelle serie che in un lavoro citato (*) ho chiamate di prima 
specie. 



SULLE SERIE PROCEDENH SBCONDO LE DERIVATE^ ETC. 169 

11. — Serie HcorrenM. 

5. Abbiasi I'equazione differenziale lineare Don omogenea 

j"iL if**' 4 

(6) J^ + ^«5T=5 + • • • + w«+ = ?W, 



dotciv^^ ^i> « • • ^tt ^ T(-^) ^^^^ funzioni analitiche regolari nel 
cfttepo r. Dico che si pu6 csprimere la soluzione di questa eqoa- 
zionc mediante una serie della forma (j), convergente per ogni fun- 
zione ^(x); in allre parole, riguardando il primo membro della (6) 
come un*operazione -F(^) (forma dffffcrenziale lineare) da eseguirsi 
sulla funzione ^, dico che Toperazione invcrsa -F"*(?) 6 rappresen- 
tabile mediante una serie (a) di prima specie. Go si pu6 vedere nei 
due modi seguenti. 



6. Si poQga 



f-=iuv)Ci 



dove le funzioni \(x) sono da determinarsi; possiamo appHcare (*) 
il metodo dei coefficient! indeterminati e scriviamo all'uopo 



i^(i\wf^) = i>W; 



applicando I'operazione disiributiva F ai singoli termini della serie 
e ricordando la nota formula di d'Alemberi (**), si ottiene fra i 
coefficient! \(x) il sistema di relazioni 

(7) F(\) + F(X^.) + ^ F'(X_) + . . . + ^/^->a^ = o 

(ll=sl, 2, 5, ...) 



(*) Delia vaJiditd tffettiva, ecc.» pag. 31. 

(**) Opiraxitmi distributive : le equaxioni diff^nnxiali lineari non cmogenu» 
RendicoQti della R. Accademia dei Liacei, apri!e 1896, pag. 302, formula (2). 
Kind, Qirc, Matem., t. XI, parte x*. — Starapato il 19 maggio 1897. 3) 
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Fi\)=i. 



La (7) h qui un'equazione mista differenziale e alle differenze, 
di cui possiamo detcrminare I'lntegrale generate contenente m fua- 
zioni arbitrarie. Sia infatti f(x) un integrale deU'equazione F=o; 
sia X UQ^ funzione arbitraria, regolare in un intorao di x = x^ , 
dove x^ h un punto qualunque intemo a T, e sia posto per brevitl^ 

se in (7) sostituiamo a \ i'espressione 

(-i)"p(*)i>-xW 

ed applichiamo la citata formula di d*Alembert, scorgiamo senza 
fiitica che Tequazione (7) medesima h soddbfatta per n=m, m + i, 
fw + 2, . . . L'integrale generale della (7) si avri dunque, prendendo 
un sistema fondamentale p,(jc), p,(jc), . . . p^(x) d'integrali deU'e- 
quazione F = ed altrettante funzioni arbitrarie Xi > Xi > • • • X* > 
sotto la forma 



(<5) 



(« ss fn, m -{- i> m -{- a, . • .)• 



Integrata cosi in modo generale i'equazione ricorrente (7) ri- 
mangono ancora da determinarsi le funzioni arbitrarie in modo da 
soddisfare alle equazioni di condizione delle \(x) per i valon 
ft = 0, i» 2, ... m — i; doh a 



(9) 



F(\) = I, 

FO^.) + F'(\) = 0, 



F(?^^,) + F'(\^) + ... + — L_F<— )(\) = o. 
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Airuopo, basta di ricordare le relazioni fra il slstema d*inte- 
grali Pi » Pa » • • • P» cd il sistema corrispondente di moltiplicatori^ 
che indicheremo con p., , p., , ... p.^. 

Queste relazioni sono, come i noto (*): 

y^d^l^i _\o, per A + *<m— I, 
^. dx' dx* — ](_ j)*^ per A + * = m — I. 

Tenendo conto di queste relazioni, si verifica facilmente che il 
sistema (9) h soddisfatco facenJo x, = ^"Vi > 0= J> 2, ... m), 
talch& lo sviluppo di ^ o F'^Qf) viene dato nella forma 

(10) F-'(?)=ii(-i)'p,wD-<-*'>[(A.(*)]5Ji. 



^1 



7. L'altro metodo per giungere a questo risultato h il seguente. 
Indicando ancora con p,(jir) e p.j(jc) (1= i, 2, . . . m) un sistema 
fondamentale d'integrali ed il corrispondente sistema di moltiplica- 
tori della F = 0, il metodo della variazione delle costanti arbitrarie 
di Lagrange fomisce Tespressione di 4^ o di i^'(?)t 

i^'(?)=i^wi>-'i>.w?(')]. 

Ora per lo sviluppo di 2>~*[|x,(x)9(x)] si pu6 applicare una 
formula che ho fatta conoscere recentemente (**) e di cui ho date 
le condizioni di validit^; essa ci di 

e sostituendo nella precedente espressione di F~\ si ritrova imme- 
diatamente la (lo). 

8. Si tratta ora di vedere se per la serie (lo) cosi ottenuta 



O Vedi, p. cs., Schlesinger: Handbucb d§r Un. DifftrtntialgLf Bd. I, 
Pag. 63. 

C*) Operaiioni distributive: Vintigraiiom sucassiva. Rendiconti della R. A(g^« 
detnia dei Lincei, aprile 1896, pag. 239. 
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sono verificate le condizioni di convergenza stabilite odla prima 
parte. £ noto intanto die nell'area seroplicemente conncssa T, in 
cui I'cquazione difiercnziale F = non ha alcun punto singolare, 
sono regolari le 2m funzioni p^(x) e ff't^x). Prendiamo uo punto x^ 
qualunque interno a 7*, e descriviamo un cerchio (x^ , r ) il cui 
raggio sia infcriore alia minima distanza S(jcJ di x^ dal contorno 
di r. Entro (a^, f) le p^(x) avranno un massimo valore assoluto 
gi'y inolire si avri 

ft W = ^i.o + ^M (^ — ^o) + ^-..(^ — -O* + f 

e la serie - 

2K.|(*-*o)" 

avr^ pure in {x^ , r) un massimo valore assoluto : sia ^^^ Essen- 
dosi posto 

si avrJi manifestamcnte entro (xq, r): 



1^ W^ (n + Ol 



posto dunque 



Z^i** = *' 



il coeflBlciente di j^ nella (lo), ossia 



\. = (-0"ZftW^"*'V*(') 



IMI 



verri ad e$sere, in modulo, inferiore a 



I k(x^x,y 



i«H-x 



»I « + I 



tlJLLU SBRIB PROCfiDBHn SECONtX) iB DBRIVaTB» ETC. ijlj 

Ma (x^^x^ 4 minore di ^ix^) e quindi entro il cercbio (jr^, r) 
la coddizione (2) i soddisfatta. , ^ . 

La fiormula (iq) rappresenta cosi in tutto rintorao (jc^, f) di 
Aq una funzione analuica^ regolare/la (jiftale pu6 essere coatinu^t^ 
aaaliticamente in tutto T e chfi fr la soluzioae della equazione (6)i 
in altri termini, essa vale a rappiesentare ana delle determinazionl 
deU'operazione i*^'(f)« Possiamo aggiangere cbe per k funzioni 9 
regolari neirintomo di jc^, la serie (10) i uaa di quelle che abbiama 
dette di prima specie. 



9. Per la relazione (7) cui soddisfano i suoi coefficient!, la 
serie (10) si pu6 dire ricorrente. Non aggiungendo alia (7) le con- 
dizioni (9), ma lasciando invece arbitrarie le \f \f . . . ^m-i> ^^ 
equazione (7) determiner^ un sistema \ di coefficient! pei quali la 
serie 



t>.w-^ 



33? 



avri un significato pi& generale: essa rappresenteri doh Topera- 
akyie F^ G, essondo G uaa forma diff«reima)e Uqeara dcll^ocdioe 



I. 



I;' 



.' f 



10. Nel caso particolare che Tequazione (6} abbla i coeflkioaii 
costanti, e sia 



(II) F(<|») =j^ + a,j^ + ... +a^^ = 9(*), 



si pu6 porre 

(») 



'^=t*-J^ 



ed i coefficient! Jl. sono costant! soddisfacenti alia reUiiooA di 1^ 
correnza 

(13) *»^ + ^«*«H., + -^^ +fl«*. = o. 

La aerie (12) difftrisce diinqiie da una 'deUc s^ria oicorrenti 



elementari che si considerano in algebra, per il solo fatco della so- 
stituzione delle derivate successive alle potenze di una variabile. Ma 
quesCd serie (12) presenta un inconveniente : essa non converge se 
non per funzioni 9 (x) assai particolari, e precisamente solo per fun- 
zioni trascendenti incere in cui la legge di decrescimento dei coeffi- 
cienti i assoggcttata a certe restrizioni. 

£ dunque preferibile sostituire alio sviluppo (11) la serie (10) 
precedentemente ottenuta, che si pu6 rendere invece convcrgente 
per ogoi funzione analitica <f(x). 

A questo efietto, consideriamo Tequazione caratteristica delta 
equazione lineare a coefficienti costanti F = o^ cio& la 

(14) /(O = ?" + «,<""" + ... + tf« = o 

e supponiamo per semplicitJi le sue radici tutte semplici, ;^,9 :(^y ... :[« 
(lasciando al lettore la facile modificazione cui darebbe luogo il caso 
delle radici multiple). Gl^integrali di F = o saranno dati da 

p^(x) = e^, (t=i, 2, ... m) 

i moltiplicatori (integral! dell' equazione aggiunta di F=o e per 
la quale Tequazione caratteristica si ottiene da (14) col cambiamento 
di ;;; in —^ saranno dati da c^e"^*, dove le costanti c, devoiio 
soddbfare al slstema 



^1 ^1 i-i I— « 

donde risulta immediatamecte 

I 



dove /'(O indica la derivata di f(i). La formula (10) diviene cosl, 
nel nostro caso 

(.5) i-.(rt=2ii^i)^-'(«-)^.. 

Qucsta, prendendo il limite inferiore delle integrazioni bdicate 



SULLE SERIB PROCEOENTI SECOKDO LE DERIVATE, ETC. fj^ 

da jD^*^'^ uguale a zeroi converge, per valori di \x\ abbastanza piccoli, 
per ogni funzione analitica 9 (x) regolare intorno ad jc = o, ed h sotto 
questo riguardo assai preferibile alio sviluppo (12). Nella Nota piCi volte 
citata : c Sulla validith effeitiva di alcuni sviluppi > bo g\k fatto cono- 
scere, in un caso panicolare, il vantaggio delta sostituzione di uno 
sviluppo della forma (15) ad uno della forma (12); bo mostrato 
cio& cbe alio sviluppo 

(convergente solo per le funzioni 9 che siaoo quelle trascendenti intere 
in cut il rapporto di un termine al precedente tende a zero piA rapt- 

damente di — e quindi serie di seconda spede) si pu6 sostituire 
come soluzione dell'equazione 

lo sviluppo convergente per ogni funzione analitica 9 (x) regolare in 
un intorno di x = o (serie di prima specie) 



-«•£(- i)"iH-*'>(05^. 



Bologna, 8 aprile 1897. 



S. PiMCHERLE. 



178 €K MOftBftA. 

Si moltiplichi la precedenle equaxioilie p^r (ii td ill poitt) di 
yiPl si introduca I'espressione soiiiiilitiistlrata dalla (I)^ ^i ottiene 
ovviamente ; 

«>. = hf^p^ - ti - V'*)f^' ail) 

Questa relazione, partendo da Pq=i, permttie di ottenere sue- 
cessivatnente tutti i polinomii P.((a) : essa e la (II)50D0 molto comode 
per studiare le proprietJi iX questi pt)hQoiiiii. 

Per es. nella (II) si scriva n+ i invece di if e neirequazione 
ottenuta in luogo di PJ si ponga I'cspressione data dalla (II); si 
trova cosi: 

p;:^. = (» + i>p, + #tiP^. + Kit.li 

da questa relazione sottttendo la (III) s( dedttte la ben nota rela- 
zione ; 

p:^.-PL. = (2ii+i)P.. 

Si cangi invece n in n + i nella (III) ed in luogo di P^ si 
sostituisca Tespressione (tt), si ha : 

ma U (III) di : 

quindi nMihiplicando quest' ultima equanbdc per (k ie seaulMliMt 
coUa precedente segue : 

(« + 0^*f. = (« » + Ol*^. — »^#-» » 

relazione pure conosciuta. 

Assunfi tre assi oito^Ali di ilfitiinenb, dtpamp: x, jr, j^ 



^^ y'9 l^ l^ coordinate di ^ punti, pep' le rispellive distanie dal- 
I'origine^ e ^ Tangolo che i d\i^ ra^i vettori ad essi condotti fanno 
fra loro. 
Si ha 1 

=5fe^-p'^(p/-p'r't^ 

e ferh l*C8pmsicnc K/ Jt — xy + Qy — ^y + (i^ + iJV* * svi- 
luppabile in serie ordinata secondo le potenze crescent! di t per i 

valori di questa variabile i) 6^i modulo i minore di -^. La serie 

p 

anzidetta sar^ converg^tn ji4unque smphe per /=i quaodo: p<[p^ 
Si trova cosi : 

I --g-C-OYr ^ 4- y ^ 4- rAV-L 



t 



'y.-, tc«H(f )■ -' 



f=£r6i''X««« 



e quindi : 



Assunto un sistema di coordinate polari col polo neirorig^ne, 
avente per asse polare Tasse delle x e per primo piano meridiano 
quello delle y x, dette p, 2r, a> rispettivamente il raggio vcttore , la 
distanza polare e la longitudine del punto (x, y, i), si ha : 

X = p cos 2r, ^ = p sen 2r cos tt, 7 = P s^Q ^ sen ta. 

Analogamcnte, dette p', y, »' le coordinate polari di (x', y\ ;f '), 
risulta: 

cos ^ = cos :» cos ^' + <^n ^ sen lir' cos (tt — »9* 



1^0 6. kokBRA. 

Per :^ = si ha : 

e per6 posto x = i, jp = o» :;; = o, essendo p = !» si ha 

P.(cos:rO = ^^=j^p'^"^. (,f = pfcos^) 

Tolti gli accenti e scritto (x. invece di cos 2r la formula prece- 
dente diviene: 






Genova, aprile 1897. 



G. MOKBKA. 
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ESTRATTI DAI VERBALI. 

[VtdiuX, pp. 38^0]. 



Per U ptibblictzioni pcriodicbe e tton periodiche riccvute in dono o In cambio dei Rendieonti 
t pretcnute aelle Tarie Adniunse, TtggMi U Secooda Parte 1 BihlioiM MatewuUicu, 



ADUNANZA DEL 9 FEBBRAJO 1896. (Presidenza F. Caldarera). 
Memorie e Gomniilcasioiii. 

GERBALDI : Un Uorema sulU singolarM dsUa Jaechiana di quattro supirfieii 
alg$brUh$. 



ADUNANZA DEL 23 FEBBRAJO 1896. (Presidenia P. Caldarera). 
Mamorie e Co>mnnica«ii>ni . 

CORDONE; Sopra una classi d^iquaiimU risolubUi algibricamintt. 
BUR ALI-FORTI : 11 tmtodo dil Grassmann nella Giometria proiitHva 
(Nota i'). 



ADUNANZA DELL*8 MARZO 1896. (Presidenia P. Caldarera). 
Curri iM»n d nn m>, — Con lettera del ) tnarzo 1896, il Prof. V. Mol lame 
si dimette da socio del Circola 



BRIOSCHI : Sopra ua Uarma dil sig. HilhirU 



ADUNANZA DEL aa MARZO 189& (Presidenia P. Caldarera). 
Allhri InteniL 



ADUNANZA DEL la APRILE 1896. (Presidenia P. Caldarera)• 
Il Prbsidemte dA il triste annundo della morte del socio residente Cava* 

Here U£ Giovanni Guidotti, preside del R. Istituto Tecnico, awenuu in 

Palermo ieri 11 aprile 1896. 



ADUNANZA DEL a6 APRILE 1896. (Presidenia P. Caldarera). 
Aflhrl Intemi. 



ADUNANZA DEL 10 MACK^IO 1896. (Presidenza P. Caldarera). 



AUTONNE : Sur l$s p6l$s dis foacHons uniformis d diux varidklis indipm- 
danUs. 

QERBALDI, presentando il TraU^ di TrigonmtMa rMUma $ sffrUa 



ESTRATTl DAI VERBALt. 

Mar 



l8x 

{Palermo. 1896) di cuj rAmcc, prof, Ca Mar era, f» iloqo al!a Biblioteca del 
Circolo, si esprime nei seguenti termini: 

II prcseote TritUto £ eccellcme. Pregi principal! di esso sono: i'uniti e 
gencraliti del nietodo, U sobrieti nella scelu e nello svolgimeoio della materia, 
la sempliciU vd elcgaaia con cui i\ succedono tc irasformaiioni aigebriche. 

Dopo di avcri: accuraiamente prcmesso ci6 che li rireriice a1 principio del 
segni pi;r i scgmcuti JelU relta, gli archi ncl circo'.o, g!i aagoli c le aree Del 
piano, rAutore pone i Ibadamenti delle coordinate cartesians ncl piano e nello 
spaiio, stabiliscc le equaiioaj del ctrco!o e della iieja, e col iussidio di queste 
deduce aicune Tormo'e [Vedi in panicolar modo ]e (6) apag. i], tc(3) a pag. 14, 
te (12) e (i;J a pag. 31], che si traducoao poi immediaiamcntc nelle formole 
trigon 1 metric he per l"addiiione e soiirjzione degli archi [pjg, 41) e nelle relftt 
zioni rondatnentaU fra gli elenieatj di un iriaogoto piano, o srerico, qualuaque 
[pag. 64, 3i]. Questo impiego dellc coordinjte 6 (alto con maeslria, ed e quello 
che conferijce a1 tratiito la unitl e generality di inetodo. Itnporta tener presenle 
ctie questa macicra di trattare la iriganonietria t stala dal prof. Caldarera 
iotrodotta fin dal tSj6 (Vedi Awtrttnia). 

In piccola tnole, il libro comiene tuite Ic formole che generalmente occor- 
rono nelle appiicaiionj de'-U trigonometria; coatiene inolire alcune questioni, 
scclte con avveJuteiza e svolte con sobrieta (Vedi ad es., pp, 48, 60, 7J-78, 
lOO-iii), Ic quali, se non sono tassaiivamcnte prtscritte dai programmi dellc 
nostre scuole secondatie, valgono tuuavia ad ingenerare negli studiosi i! desiderio 
di apprcndere da st pifi di quello che non si possa nella scuola insegnare. L'e- 
spositione procede rigorosa, e nel tempo stesso siringaia come si conviene, pefch^ 
un libro fatto per la scuola non deve sosiituirsi alia viva parola dell'insegiuote, 
se si vuole che questa e quello producano il maggior profitio degli scuolari. 

Infine I'ordine, I'elegania e !a semplicili con cui si succedono le formole c 
gli sviluppi algebrici (ci6 che pure forma una deile aiirattive del libro), soDo il 
Tnaturo frutio del lungo insegnamenio preslato daU'Auiore nel R. Istituto Te^ 
nico di Palermo. 



ADUNANEA DEL 34 MAGGIO 1896. (Presidewa F. Caldarert). 

Gorriapoadenza. — La destd AlmdemU Oiah Fronliika Jotija di Pnga 
partecipa la morte del suo procvitore I'Arciduca Carlo Ludovico awcaub 
il 19 maggio 1S96. II Circo'o si associa at lutto della detia Accadeinia cd tnca- 
rica il Presidente di esprimere le cocdog'iaiue della Society 

Hemorie e Comunicazioiil. 

AUTONNE : Sur hi piUs drt fontlioni uniformis ii itux vuriabhi iniUptH- 
daidei (Continual lone e fme). 



ADUNANZA DEL 14 GIUGNO 1896. (Presldenza F. Caldarera). 

U pRBfUMMTE, ceo proioiKlo dolore, dl il trisie aoBUBcla Mia maite del 
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sodo Hon residente Generale Menabrea, Marchese di Val Dora, avvenuta a 
StwCasstn prestt) Chamb^y^ alle ore f8 del di 25 maggio 1896. P.irtecipa aU 
tresi la morte del socio non residente Filippo Gambardella, professore 
ndla R. Accademia Navale di Uvorao, ^ivvi^uta in. Uvorao alle ore a) del dl 
39 maggio 1896. 

Uemorie e Comnnicagioni. 

BURGATTI: Sulla tars tone geodetiea delh linee traeciaU scpra una superficie, 

bl PIRRO : Sulle trasformaiioni delle equaiiani deila Dinamica. 

Di FRANCHiS : Sulla eurva luogo tUi contaUi i^ordifu \ dille emife ^un 
ftatio ccih curve ffun sistema lineare do*. (Memoria tl*). 



ADUNAMZA del 28 GIUGNO 1896. (Prcsidenza F. Caldatera). 
Ifemorie e Gomunicasioni. 

DE FRANCHtS : Sulla eurva hogo dd coniatti Sordini Jb delU curve ^un 
fascid colle curve d^un sistema lineare oe* . (Memoria 11^). (Continuazione e fine). 
AMICI: Sulla risdHuiione della congrusnia x^ ^ b {taodp^). 



ADUNANZA DEL 12 LUGLIO 1896. (Presidenza F. Caldarera). 

It Circolo delfbera di ringraaiare il Sindaco ed il Consiglio Comai^ie di 
Palermo pel sussidio di L. $00 accordato alia Societii pel 1896, a titolo d'inco- 
raggtamento per la pabblicaziooe dei Rendiconti. 



ADUNANZA DELL'S NOVEMBRE 1896. (Presidenza F. G a 1 d a r e r a). 
Memorie e Connmioa«ioiii. 

HUMBERT: Sur un* giniration giomitrique de la surface di Kummer. 
FIERI : SulVordine deila variety generata da pik sistemi lineari omografici. 



ADUNANZA DEL 22 NOVEMBRE 1896. (Presidenza F. Cal darera). 

ClOrrispondftnga. — VAssociaxiom fihsofica e la Societd dei MaUmUici 
C^echi di Praga invitano il Circolo a prender parte alia celebrazione del 5® cen- 
tesarlo della nasdti di Descartes^ che aTr4 Ivogo a Praga il 6 die 1896. 
II Circolo dngraiia. 



ADUNANZA DEL 13 DICEMBRE 1896. (Prcsidenza F. Calilarera). 
AflBui iaierni. 



ADUNANZA DEL 27 DICEMBRE 1896. (Presidenza F. Caldarera). 

GoiTiqMiideiun. — I feignori Amato-PojetOi Crescint^Gialiani, 
Lazzeri, Lebon^ Masiricchi^ Messina, PetCica, Toma^tni si 
dimenoQO da sod del Circolo^ 

Aanmifirinne di Bttim wo6L — Dietro votazioni k schede segriete, i si- 
jjflofi; Efiplio Cofio«cefite^ propo^lo dai sod Albeggiaai e (krbaldi; 



Luigi Lo Monaco Aprile, proposio dai soci Albeggiani t Gucda; 
Ing. Domenico Saladioo, proposto dai soci Gebbia e Rotigliano, sono 
eletii laei ruiitiUi; ed i signori : Ing, Felice Verde (Speiia), proposto dai 
ioci Peaoo e Potro; Dr. A d o I f o V i c e r b I (Mantova), proposto dai ioei Vi- 
vanti c Martinelii, lono eleiti toei no* rtsiiinti. 



ADUNANZA DEL lo GENNAJO 1897. (Presidenia F. Ca 1 da r e ra). 

GorriBpondenEa. — I signori Conoscente, Lo Monaco Aprile, 
Saladino, Verde e Viierbi rtngraaiano per la loro ammissione a wci 
del Circolo. 

Ammis^ono di Doovi sod. — Dietro votazioni a uhede segrete, il sl- 
gnor Dionlsia Span6, proposro dai soci Guccia e Gerbaldi, i eletio totlo 
ruidenU: cA \ s\gaat\: Horatio S. Carslaw (Helensburgh, Scozia), pro- 
posto dai soci Guccia e Gerbaldi; Dr. Enrico C a s t e 1 1 i (Trapani), proposto 
dai soci Bianchi e GuccUj Prof. Michele Petrovitch (Belgrado, Serbia), 
proposto dai soci Gerbaldi e Guccia, sono eletti soci nan reiidetrti. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 17 GENNAJO 1897, a' sensi del- 
I'art. 18 dello Sututo. (Presideoia F. Gaidar era). 

Alle ore 1; precise il Presidekts apre I'adunanza e richiama g'l articoli 16, 
17, 18, 19, 10, ji, 35 dcHo Statuio, relativi alia eleiione c alle funzioni del Con- 
siptio Direilivo (Coniitalo di Reda/ione dei Rundiconti). II Phesidentb constata 
Che le letlere per la elezione del Consiglio Direltivo pervenute all'Uflncio di Pre- 
sidenia fino alle ore is di oggi 17 gennajo 1897 sono in nuniero 99. Trt di 
queste tcttere sono dichiarate nuilt perch£ non lirmate nel retro. Le rimanenti 
96 portano la firma dei soci : 

AgneUo, Alagna, Albeggiani, Amid, Amodeo, Andri, Bagnera, Baiile, Bel- 
trami, Berzolari, Blasema, Bontade, Bordiga, BrambiiU, Bucca, Burgatti, Calda- 
rera, Capit6, Carstaw, Castellans, Castelli, Casletnuovo, Cerruii, Cerio, CoDo- 
sccDce, Cremona, De Franchis, Del la Rocca, Del Peito, Del Re, Di Pirro, 
D'Ovidio, Durin Loriga, Enriquei, Fano, Fileti, Floridia, Fouret, Galdeano (de). 
Garibaldi, Gebbia, Gerbaldi, Gjudice, Guccia, Jadania, Jordan, Jung, Kerbedi (dc), 
Laisant, La Manna D., La Mcnsa, Lama di Maisarino, Lauricella, Levi-Civita, 
Lo Monaco Apri'e, Loria, Macri, Maisano, Marcofongo, MarralTa, Martinetti, Ma- 
son), Martina, Merlani, Messina, Miceli, Murer, Neppi Modona, Pepolj, Pieri, Pin- 
cher'e, Pintacuda, Piuma, Poincar^, Politi, Porceiti S., Prcvjtera, Rcina, Retali, 
Rindi, Rotigliano, RuClini, Sadun, Schlegel, Sforza, Somig'iana, SpanO, Spelta, 
Tascheili, Torelli, Valeri, Verde, Viola, Vilerbi, Vivanti, VoMerra. 

Aperte dai PnEsmEHTE queste 96 leiterc, si sono trovate altrettante buste 
piccole chiustf. Aperie dai Presidents le aiwideite 96 buste piccolc si sono tro- 
vate altrettante schede di votaiione. Faltone lo spoglio dai Psesidbhte, assisljto 
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dai Segretari e dagli scrutator! signori Bucca e Conoscente, si h avuto il risul- 
tato seguente: 

Soci del Circolo (addl 17 gennajo 1897) 170 — Votanti 96. 



Residemti. 



A 1 b e g g 1 a n 1 eletto con voti 90 

Gebbia » »»89 

Gerbaldi » » *93 

Guccia » »»9a 

Torelli » »»9a 

Riportarono inoltre voti: 

Caldarera i— Capit6 j— Patern6(F. P.) x— Venturi 8 
Zona a — Dispersi i. 



NoN Residemtu 



Beltrami (Roma) 


elettc 


» con 


voti 


93 


Bianchi (Pisa) 


» 


» 


» 


95 


B r i s c h i (Milano) 


» 


» 


» 


94 


Capelli (Napoli) 


» 


» 


9 


9$ 


Cerruti (Roma) 


» 


D 


» 


91 


Cremona (Roma) 


» 


» 


» 


92 


Del P e z z (Napoli) 


» 


» 


» 


81 


Jung (Milano) 


» 


» 


» 


81 


Loria (Genova) 


» 


» 


» 


8j 


Maisano (Messina) 


» 


» 


» 


81 


M i 1 1 a g-L e f f 1 e r (Stoccolraa) 


D 


» 


» 


9« 


Pea no (^Torino) 


» 


» 


» 


91 


P i n c h e r 1 e (Bologna) 


» 


9 


» 


91 


P i n c a r * (Parigi) 


» 


» 


» 
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V 1 1 e r r a (Torino) 


» 


» 


» 
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Riportarono inoltre voti: 

Arzelii i — Bertini 11 — Burall^Forti i — Castelnuovo 4 
Chizzoni i— Del Re i— D'Ovidio 11— Enriques i— Giudicc 1 
Marcolongo i — Mariinetti 2 — Morera9 — Picard i — RIcci 2 
Sal va tor e-Dino i — Segre 17 — Somigliana 2 — Veronese 10 
Vivanti i. 

Rend. Circ. Matem.f t. XI, parte iV^Stampato il 28 a^osto 1897. 24 
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II Presidente proclama il risu'tato del la votazione. Approvato dall'Asscni' 
b'ea i' presente verbale, la seduta 6 to'ti al!e ore 19. 



ADUNANZA DEL 24 GENNAJO 1897. (Presidenza G. B. Guccia) 
Gorrispondenza. — II Circo'o accetta di istituire il cambio dei suoi Ren- 

diconti con la raccolta scientifica a Travaux Math^matiques et Physiques » di 

Varsavia. 



ADUNANZA DEL 14 FEBBRAJO 1897. (Presidenza P. Gaidar era). 

II Presidente comunica ai Soci che dopo Ic ore 15 del dl 17 gennajo u. s. 
pervenncro all'Ufficio di Presidenza altre $ lettcre portanti all'estcrno Tindica- 
zione a stampa tcElezione del Consig'io Direttivo pel triennio 1897-98-99 », cio6 
tre il 18 gennijo, portanti le firme dei soci Burali-Forti, Mancini, Terzi, ufta il 
20 a firma del socio Mittag-Leffler; ed una il 21, a firma del socio Patern6 (E.). 
Queste 5 lettere sono state rimandate intatte ai mittenti. 

II Presidente partecipa ai Soci che il nuovo Consiglio Direttivo ha scelto 
il prof. G. B. Guccia quale delegate per dirigere la pubblicazione dei Rendi- 
conti pel triennio 1897-98-99. [Vedi art. 20 dello Statuto]. 

Gorrispondenza. — La Reale Accademia deUe Scienxe di Torino dd il dolo- 
roso annuncio della niorte del Prof. Comm. Galileo Ferraris, senatore 
del Regno, avvenuta il 7 febbrajo 1897. II Circo'o si associa al lutto della detta 
Accademia e di incarico al Presidente di esprimerc le condoglianze dcUa Socicti^. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il Dot- 
tore Nicol6 Traverso (Tortona), proposto dai soci Loria e Morera, fe elctto 
socio non residente. 

Afiari intemi. — Esposizione ed approvazione del Conto consuntivo dell'c- 
sercizio 1896, reso dal Tesorierc, e del Bilancio di previsione per Pesercizio 1897. — 
Nomina di una Commissione, composta del Presidente e dei soci Albcggiani e 
Gebbia, per esaminare i conti reUtivi all'ammobigliamento del Circolo, compi- 
lare Tinventario e far consegna al Tesoriere degli oggetti in esso distinti. 

Blemorie e Gomunicazioni. 

BURALI-FORTI : // mttodo del Grass mann nella Geometria proiiltiva, 
G^ota II»). 



ADUNANZA DEL 28 FEBBRAJO 1897. (Presidenza F. Caldarera). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il signor 
Angelo Gugliuzzo, proposto dai soci Guccia e Gerbaldi, h elctto socio 
residente, 

Hemorie e Gomnnicazioni. 

VOLTERR A : Sul principio di Dirichlet. 

BAGNERA: Sopra la costru^ione del gruppo delVicosaedro. 
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BUCCA : SuUo sviluppo (Tuna funxiont uniforme di variabile eompJessa, dotata 
di singolaritil isolate, in serie colle car alter isliche separate, 

DE FRANCHIS : Sopra una teoria geometrica delle singolaritd di una curva 
algehrica piana. 



ADUNANZA DEL 14 MARZO 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
Blemorie e Gomunicazioiii. 

DE FRANCHIS : Sopra una teoria geometrica delle singolaritH di una curva 
algehrica piana, (Continuazione). 



ADUNANZA DEL 28 MARZO 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
Memorie e Gomunicaadoni. 

DE FRANCHIS : Sopra una teoria geometrica delle singolaritci di una curva 
algehrica piana. (Continuazione e fine). 

BURALI-FORTI : Una questione sui numeri transfiniti. 



ADUNANZA DELL'ii APRILE 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
Blemorie e Gomunicazioni. 

PIN CHE RLE: Sulle serie procedenti secondo le derivate successive di una 
funTiione, 



ADUNANZA DEL 25 APRILE 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
ASbri intemi. 



ADUNANZA DEL 9 MAGGIO 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
BSemorie e Gomunicaziom. 

MORERA : Sui polinomii di Legendre, 

FANO : Un teorema sulle superficie algebriche con infinite trasjormaiioni pro* 
iettive in st. 



ADUNANZA DEL 25 MAGGIO 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
Memorie e Gomunicazioni. 

POINCARE; Sur VinUgration algebrique des iquations diffirentielles du premier 
ordre et du premier degri, 

PETROVITCH : Quelques formules ginirales relatives au calcul des integrales 
difinies. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 30 MAGGIO 1897. (Presidenza 
F. Caldarera). 

Si dk letiura del rapporto della Commissione nominata nella adunanza del 
14 febbrajo 1897, col quale si riferisce di aver trovato in perfetta regola 11 conto 
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presenuto dal socio G u c c i a. II Circo!o approva tutte le proposte del la detta 
Commissione. — Su proposta del socio Conoscente si nomina una Commis* 
sione (che riesce composta dei soci G e r b a 1 d i presidente, Bucca e Cono- 
scente), per la compilazione del « Regolamento speciale della BibIioteca», del 
quale ^ cenno alTart. 38 dello Statu to sodale. 

ADUNANZA DEL 13 GIUGNO 1897. (Prcsidcnza G. B. Gucci a). 

Gorrispondenza. — La Seiione Siciliana d$lV Associaxione elettrotecniea Ita^ 
liana invita il Presidente del Circolo Matematico ad assistere alia Commemora« 
zione del Senatore Prof. Galileo Ferraris, che sarA letta oggi stesso, 
nell'Aula Magna di questa R. University, dal Prof. Stefano Pagliani, pre- 
sidente di detta Sezione. 

ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 1$ GIUGNO 1897. (Presidenza F. 
C a 1 d t r e r a). 

AfiBuri internL — Inventario dei mobili appartenenti al Circolo. Consegna 
tl Tesoriere. Stanziamento di fondi. 

ADUNANZA DEL 27 GIUGNO 1897. (Presidenza G. B. Gucci a). 

Ammisoioiie di naovi aocL — Dietro votazione a scrutinio segreto , il 
sig. Vincenzo Correnti (Palermo), proposto dai soci Gerbaldi e Guccia, 6 
eletto socio usidenU, 

Uemorie e Commiioagioni. 

LAURICELLA : SulU temperature staxionarie, 

ADUNANZA DEL 25 LUGLIO 1897. (Presidenza F. Gaidar era). 

Gorrispondenza. — 11 Dr. Francesco Tirelli (Siracusa) si dimette 
da socio del (lircolo, a partire dal 1° gennajo 1898.— II Circolo delibera di rin- 
graziare il Commissario straordinario Comm. Pantaleone ed il Sindaco di 
Palermo Comm. Amato-Pojero pel sussidio di L. 500 accordato alia Societii 
pel 1897, a titolo d'incoraggiamento alia pubblicazione dei Rendiconti. 

ADUNANZA DELL'S AGOSTO 1897. (G. B. Guccia). 

Ammissione di nuovi soci — Dietro votazione a scrutinio segreto , il 
sig. Giuseppe Cassar4 Cabasino (Palermo), proposto dai soci de Fran- 
chis e Guccia 6 eletto socio residente. 



ADUNANZA DEL 22 AGOSTO 1897. (Presidenza F. Gaidar era). 
AlBui intend. 

F. O. O. B. O. 



ERRATA-CORRIGE. 

A pag. 271 del t. IX, dopo la linea 16 aggiungasi: 

II Circolo delibera di ringraziare il Sindaco ed il Consiglio Comunale di 
Palermo pel sussidio di L. 500 accordato alia Society pel 1895, a titolo d'inco- 
raggiamento per la pubblicazione dei RendicontL 
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SULLE TEMPERATURE STAZIONARIE. 

Osservazione di G. Laurioella, in Pesaro. 



Adunanu del 2^ giugno 1897. 



II Poincari nella sua classica Memoria : Sur Us iquations de 
la physique mathimatiqut (§ IX) (*), nel risolvere il problema delle 
temperature stazionarie, sostituisce aU'equazione 

(0 Wii^^ — ^' ^^>^^ 

che deve essere soddisfatta dalla teinperatura v nei punti del con- 
torno 0) del corpo D^ un'altra equazione ch'Egli chiama condition 
modifile. Per6 i facile provare, servendosi dei risultati stessi del 
Poi nearly che la funzione v, ch'Egli ha calcolata sotto forma di 
serie, soddisfa effettivamente aU'equazione (i). Basta perci6, come 

vedremo, eseguire direitamente il calcolo di ^ ed esaminare la serie 

che cosl si ottiene, anzich& ricorrere alle tre derivate parziali 

dv dv dv 
Ji' By' Ti 



n Quest! Rendiconti, t. VIII, anno 1894. 



I^ 
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I risultati stabiliti dal Poincar^, dei quali faremo uso sono: 
x^ la funzione v delle temperature si pu6 mettere sotto la forma 



w 



v = v^ + v,h + v^h* + ... , 



#dove la serie al secondo membro & convergente in ugual grado in 
tutto D (i punti di a> compresi) per h inferiore ad un certo limite 

-— e dove v^ , v, , v, , . . . sono funzioni da per tutto finite e con- 
tinue insieme alle loro derivate prime, che soddisfano nei punti di 
a> alle equazioni 



(3) 






2® le serie 



(4) 






sono convergenti in ugual grado in tutto il campo interno a D (cio& 
i punti di a> non compresi). 

I. Supponiamo ora che la superficie a> sia di tale natura che, 
fissata la direzione positiva della normale n nei suoi punti e deter- 
minato un sistema di coordinate curvilinee (u, v) su di essa, i punti 
di D sufficientemente vicini ad a> e quelli di a> stesso siano indivi- 
duati univocamente dai parametri u^ v, n (*). 



(*) Per questo baster^, come & noto, che la superficie co abbia la curvatura 
detertninata e Hnlta in ogni suo punto e che, indicato con 

ds^=^Edu^+2Fdudv+Gdv* 

il suo elemento lineare, le funzioni £, F, G risultino reali, monodronie, finite e 
continue in tutto w e le espressioni £, F, EG — F' siano seinpre positive e di* 
verse da zero. 
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Q6 posto, le funzioni t'o > ^i > ^a > • • • ^' possono consiJerare 
in quest! punti come funzioni delle variabili fi» v, n\ e quindi> in 
forza delle (4), nei punti di D vicini ad « (quelli di « esclusi) la 
serie 

^^^ an dn ^ an an 

ottenuta derivando la (2) rispetto ad n, szA convergente in ugual 
grado. 

Indicando con ^, ^, ^,... 1 valon di ^, ^, 

-~ , . . . nei punti di o) e con -5 — ci6 che diventa in questi punti 
on on 

dv 
la ^ data dalla serie (5), si ha dalle (3) : 



(6) 



an an an on 



Questa formola ci addiniostra che la serie (6) & convergente in 
ugual grado in tutto fi> come la serie (2); e quindi che la funzione 

3- , data dalla serie (5), oltre che nei punti di D vicini ad a> ha 
on 

un significato anche nei punti di 6). 

2. Dalla convergenza in ugual grado della (5) e della (6) ri- 
sulta che, data una grandezza c piccola ad arbitrio, esisteranno 
due numeri interi m ed m* tali che per i resti J?«, , K,^ delle serie 
(5) ^ (^) 5' ^^^^ sempre : 

(7) !i?-.l < Y ' l^".' < y • 



("•^ «')• 
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Fissato ora un valore di m, che soddisfa alle precedent! disu- 
guaglianze e preso a considerare un punto P qualsiasi di o), poichi 

, - . . 5t/o dv, dv- 

le tunzioni 3 — , 5; — , 3—2 , . . . sono continue m tutto il campo 

Cf fl O ft O H * 

D (i punti di o) inclusi), avremo per punti del campo I^ sufEcien- 
temente vicini a P : 



(8) 






<t 



Le (7), (8) ci d^nno finalmente la formola 



dv dv' 
dn dti 



<«, 



dv 
la quale dimostra che la funzione ^— , data dalla serie (5), & con- 



tinua anche quando dai punti di D si va a quelli di o); e quindi, 
avuto riguardo alia (6)> che la funzione v soddisfa all'equazione (i). 

La dimostrazione precedente, che abbiamo fatta per h < — ^ , 

si pu6 ripetere anche quando si fa la continuazione analitica della 
funzione v al di fuori del campo di convergenza. 

Pesaro, giugno 1897. 



G. Lauricella. 



l$i 



suR l'ixt£gratiox algEbrique des Equations 

PIFf eRESTIELtES DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGR£, 

P^r M. H. Ppiictrt, k Paris. 



4el »} aaggio itf}. 



J'ai pabli6 sur ce sujet an premier article, qui a paru dans Ics 
Rendiconii del Circolo AUiematico it Palermo (tome V, ann6e 1891). 
Je me suis occup£ de nouveau de la m£me question dans ces der- 
niers temps, dans Tespoir que je parviendrais k gin^raliser les r6- 
sultats obtenus. Get espoir a tth diqu. J*ai obtenu cependant quel- 
ques r&ultats partiels, que je prends la liberty de publier, estimant 
qu'on pourra s*en servir plus tard pour obtenir, par uri nouvel eflFort, 
une solution plus satisfaisante du problime. 

C'est k ce premier article que je renverrai quand je parltrai 
de < la i^ partie de ce travail ». J'adopterai d'ailleurs la m£me 
terminologie et les m£mes notations que dans cette i^'* partie. 

G'est ainsi que la lettre ^ reprisentera une sommation portant 
sur toutes les valeurs critiques de C et tous les facteurs u^. La lettre 
S en caractires gras reprisentera une sommation itendue i une 
seule valeur critique de C et 4 tous les facteurs u^ correspoodant 4 
cette valeur. La lettre S en caractires ordinaires repr^entera une 
sommation ^teadne i tous les noe^ds. 

Rind, Circ. MaUm., t. XI, parte i\ — Staropato l*ii giugno 1897. a} 
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Soit C une valeur reraarquable quelconque et soit 

/ + C9 = <'<* ... kJ* = x/^iv< . . • vf* 

Tidentit^ correspondante. 

Nous aurons toujours les relations : 

p = Soi,n^ = s <«; , X = s a;x;. 

Soil maintenant H^^ le nombre des points d'intersection des 
courbes 11^ = 0, fi^=o sttu^s en des cob; et H^^ le nombre des points 
d'intersection des courbes 9^ = 0^ 1/^^ = situ&s en des cols. G>mme 
ff^ = o 6quivaut k b^ courbes 11^ = confondues et v^ = Jl i&j^ 
courbes fi^ = o confondues, on aura : 

Le nombre total des intersections de V| = o, ^ii = o sera : 

Celui des intersections de V| = o avec une courbe / + C, 9 = o 
quelconque sera : 

pn\:=. 5XX'p.v, 
d'oi 

n;sa;ii; = 5[\>vSa;xa 

ou 
Or 
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(2) 



«>;* = <5xr(tv + ^«;Hi. 



Soient x, , x, , • • . x^ des ind6tennin6es; multiplions TiquadoQ 
(i) par aa.'a^x^Xjk, Tiquation (2) par a.'x* et faisons la somme de 
toutes les Equations analogues; il viendra : 

(3) [S <x,n\Y = 5(tv[S «>,X.T - SS «;ai/f;(*. - x»)'. 

Le signe SS se rapporte \ une sommation poitant sur toutes 
les combinaisons des indices f et k^ chaque combinaison intervenant 
une fois. 

La formule (3) est la generalisation ividente de la formule qui 
est au dibut de la page 181. 

D'autre part: 

^' Urn ly' *' 

La formule (3) devient alors : 

5/ 

Le terme -^ est igal i \ si le facteur u^ n'est pas singulier. 

Plusieurs cas sont ^ considirer, sutvant la nature de la valeur 
remarquable C. Si C est de i^* espice, les a^ , les a^ et les Ir^ sont 
tous igaux ii I et on a simplement : 

[S ii,x,l* = 5pi v[S \xj* - SS //,^(x, - x,y. 

St C est d'une des 3 demiires espices et que les a aient un 
diviseur commun S, et si Ton pose : 
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on pourra diviser T^qualion (3"*) par X* et recrirc : 

(3-) [s «r«,*T = ^tii V l^s «r*.^] - s s«r«r/ia(;f, - *,y. 

Les coefficients 9l^ sont alors premiers entre eux. 



Recherche des valeur^ remarquables. 

G>nsi(i£rons une valeur remarquable de C et la relation (3^*) 
correspondante. Soit q le nombre des facteurs distincts dans lequel 
se decompose le polyndme / + C9; je dis que le nombre des cols 
qui interviennent dans la formule (3^'*) correspondante est au moins 
fegal i q — I, de telle sorte que Ton a : 

SS//rt^?— I. 

Si^ en effetj il n'en 6tait pas ainsi» on pourrait mettre/+ Cf 
sous la forme d'un produit de deux fiicteurSi qui ne seraient d'ail- 
leurs pas forc&ment irr^ductibles, et tels qu'il n'y aurait pas de col 
pour lequel ces deux facteurs s'annulent i la fois« AIocii d'aprfes ce 
que nous avons vu dans la premiere partie de ce travail, le poly- 
ndme /+ C9 serait decomposable pour tdutes les valeurs de C, ce 
que nous ne supposons pas. 

Pour nous en rendre compte, repr^sentons chacun de nos q 
facteurs par un point, et joignons deux de ces points par un trait, 
s'il existe un col pour lequel les deux facteurs correspondants k ces 
points s'annulent k la fois. S'il y a moins de f — i ccis^ il J aura 
aussi moins ie q — i traits; et il sera impossible d'aller d'un queU 
conque de nos q points ^ un autre quelconque de ces q points ea 
suivant les traits ainsi traces. 

Nos q points seront done r^pattis au moins en deux groupes, 
de telle sone qu'on puisse en suivant les traits aller d^un point 
d'un groupe i un autre point du m£me groupe, mais non passer 
d'un groupe i T autre. 

Soit alors U le produit de tons les facteurs u^ correspondant au 
premier groupe, chacun de cck facteurs 6tant affect^ de Texposant 
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dCi correspoodaiit. Soit V le pioduit dt tous les £ictcurs «| corre- 
spondant i tous les autres groupes^ chacun d'eux affecti de son 
exposant. On aura : 

et il n'y iuri pts de col pour lequel U ex F s'asmulent k la feis. 

Solt B le nombre des cols. 

Soit A^ le Qombre des valeurs remarquables de -la t^'* .esp&ce; 
(2i le nooibre total des (acteurs correspondants, c'est-Ji-dire la somme 
de tous les fiombr/K q relatife k ces diverses valeurs remarquables 
de la I*" esp^ce« - 

Soit A^ et Q^, J^ ei Q^, A^ tt Q^^ A^ et j2j 1« nombres 
correspondants pour les valeurs remarquables de la 2^, de la 5^*^, 
de la 4*"« et de la 5*"* espice. 

D'apris le risultat que nous veoons 4'obteDir od aura : - 

B^Q. + Q,+ Q, + (l-A,-A,-A^-A, 
et comme d'apris la d6(initioti des valetirs des 4 premieres espices 

Ci^a^ii a^aj*,, C^^^j. Q,^^^f 



il viendra : 



i! ^ W, + ^, + -^, + -^4. 



D'autre part, d'apr&s la d^fiaition des valeurs de U $^^ espice, 
on aura: 



• •* 



iis = ^s- 
Enfin, d'apr^ le thtorime d'Halphen (lococitato^ page 187): 

A^ + A^ + A^^ 2. 

Ces inigalit^ limitent le nombre des valeurs remarquables et 
mtoe les nombres Q^. En efiet le oombre des cols B est conau. 
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Mais on peut aller plus loin. Soit une valeur remarquable de 
I'une des deux premieres espices; soit 

la decomposition correspondante; je suppose quatre facteurs pour fixer 
les idies. Les nombres a^ , «, , a^ , a^ doivent fitre premiers cntre 
eux. Repr6sentons ces quatre faaeurs par les quatre points Af, , M^, 
Myf M4I CCS 4 points devront Stre joints au moins par trois traits 
corrcspondant chacun k un col. Je suppose pour fixer les id^es que 
ces trois traits soient les trails Af, M^ , M^M^^ M^ M^. A chacun de 
ces traits correspondra un col que nous devons choisir parmi les B 
cols de notre Equation diff6rentielle; comme ces cols sont connus et 
en nombre fini, nous ne pourrons faire qu'un nombre fini d'hypo- 
thtees. 

Consid^rons le col qui correspond au trait M, Af,; ses entiers 
caract&ristiques (x et v seront connus et nous devrons avoir: 



a^ p. a, V 

Nous n'avons ici k choisir qu*entre deux hypotheses; il en serait 
de mime en ce qui conceme les cols qui correspondent aux deux 

autres traits et les rapports correspondants --^ et — ^ . 

a, a. 

En resume, les rapports des quatre exposants a^ sont connus, ou 
plutdt nous ne pouvons faire en ce qui les conceme qu'un nombre 
fini d*bypotbises. 

Mais, si la valeur remarquable est de Tune des deux premiires 
esp&ces, les nombres a^ sont premiers entre eux; nous connaitrons 
done les nombres a^ eux-m£mes. 

Si, au conlraire, la valeur remarquable est de Tune des trois 
demi&res esp&ces, les nombres a, ne sont plus premiers entre eux; 
mais nous pouvons poser: 
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le nombre S itant le plus grand commun diviseur des a^ ; nous con- 
naitrons alors les nombres %'' qui sont premiers entre eux; mais nous 
ne connaitrons pas S. 

En risum^y au sujet du nombre des valeurs remarquables des 
cinq esp&ces^ du nombre des facteurs correspondant \ chacune d'elles, 
des exposants a^ relatife aux valeurs remarquables des deux premi&res 
esp&ceS) des nombres a^ relaciSs aux valeurs remarquables des trois 
demiires espices, nous ne pouvons faire qu'un nombre fini d'hypo- 
th&ses : Lts deux plus grands communs diviseurs S^ et \ relatifs aux 
deux valeurs remarquables des trois dernihres esplces, si elles existent, 
demeurent camplUcment inconnus. 

Valeurs des n^. 

Adoptons> au sujet du nombre des valeurs remarquables de 
chaque espice, de m£me qu'au sujet des exposants a^ ou a^, une 
des hypoth&ses en nombre fini que nous pouvons faire. II nous reste 
k determiner les deux nombres S, et i^ , les deux nombres p et X, 
ainsi que les nombres n^ et \. 

D'un autre cdt6, nous ne pouvons faire qu'un nombre fini d'hy- 
poth&ses au sujet de ceux de nos facteurs qui sont critiques ou hy- 
percritiquesy ou doublement singuliers pai[ rapport aux divers nceuds. 
Ces hypothtees pourront £tre examinees successivement. Nous adop- 
terons done Tunc d' entre elles; les nombres h^ pourront alors £tre 
regard^s comme connus^ ainsi que les rapports des exposants a^. 

Nous aurons alors> pour determiner les nombres n^ , les relations 
suivantes : 

(4) m + 2 = 2p — 2i(«< — 0»»«» /^ = S a, If, = Sa;ii;. 

Ces relations peuvent suffire si le nombre des valeurs remar- 
quables de C n'exc&de pas deux. Dans ce cas» en effet, on aura : 

pour chacune 4^ deux valours remarquables, et, en additionnant 
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les deux ^nations ainsi obtenues, il viendra : 

Ea rempla^ant daas Tiquatioa qui donnt m + 2, on troure: 



m 



+ 2 = Z«<«* — Z(«i— 0«.=»Z*<- 



Les Dombres ir^ et le degr6 p sont done Iimit6s. 

Mais il n'eo est plus de m£me si le nombre des Taleurs remar- 
quablcs est sup^rieur k 2. 1\ y ^ lieu de se demander alors si leg 
Equations (4) comportent une infinite de solutions en nombres entiers. 

Discutons cette question, en consid&rant d'abord les exposants 
a^ comme donn^. 

Sok q le oombre des Taleurs remarquables> C^, C^, . • . Q 
C€8 valeuGs, K le nomhre des facteurs relatife It Q. Soieot: 

aj , aj , ... af 

If 4 , Hj , . • . If j^ 

les valeurs des nombres a^ et if^ correspond ant k ces K facteurs. 
Soit : 

<< oj < , . . < af . 

Les Equations (4) nous donnent alors : 

X^t = {q — 2)p + m + 2. 

D'autte part, si #, > tf, > • • • ^^ soot q oombres poskifs tels que 

«, + «,+ ... + «f = y — 2, 
on aura : 
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d'oi: 

(S) Z«. = ^xSa;nj + ... +tf,Sa;nJ + i» + 2. 

L'^uation (5) est ividerament impossible si Ton peut cboisir 
les nombres a^ de telle sorte que Ton ait h, la fois 

c'est-i-dire si Ton a 



^+T^ f .-. +-r<? — 2. 

Done, pour que les Equations (4) admettent des solutions, il 
faut que : 

(5) ^ + ^+ ••• +"?">^~^- 

Maintenant, dans quels cas les Equations (4) admettront-elles 
une infinite de solutions? Pour cela il faut et il sufHt que les 6qua- 
tions (4^") en p et en n^ , 

(4W.) 2/> = 2!(«i-0«M /> = Sa,if,, 

admettent des solutions positives. 

Si Ton peut trouver des nombres a^^ tels que : 

«, + «a + . . . + tf, = y — a, 

il est clair que les Equations (4^'*) admettroDt des 
on pourra, en effet> satisfaire aux conditions : 

(7) Sn; = fl,Sa;n;, Sw;z=a,S«fiif, ... 8ff 
RentL Circ. Matcm., t, XI, parte i\— Stimpato il i a |j 
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R^ciproquement, pour que les Equations (4^"*) admettent des 
solutions positives, il sufEt que les Equations (7) en admettent, les 
nombres a^ 6tant convenablement choisis; il suf&t done que Ton 
puisse satisfaire aux conditions (6). 

Mais pour qu*on puisse satisfaire aux conditions (6) il fiiut eC 

il suffit que Ton ait k la fois Tinigaliti : 

•■ 

et rin6galit6: 



(8) 2:-^<*- 



2. 



En r6suizi6, si les in6galit&s (5) et (8) ont lieu k la fois, les 
Equations (4) admettent une infinite de solutions. 

Si Pin£galit6 (5) a lieu seule, elles peuvent en comporter un 
nombre fini ou n'en comporter aucune. 

Si enfin rin6galit6(5) n'a pas lieu, elles n'en admettent aucune. 

Nous avons suppose jusqu'ici que les nombres a. itaient connus. 
Cela est vrai en ce qui conceme les valeurs remarquables des deux 
premi&res esp&ces. Mais cela n*est plus vrai s*il existe des valeurs 
des trois derniires espices. En ce qui conceme ces demi&res, nous 
ne connaissons que les a^; mais nous ne connaissons pas les deux 
plus grands communs diviseurs S, et S^ , reladfe aux deux valeurs 
des trois demiires espices qui peuvent exister. Posons alors: 



«* 



la somraation s*&tendant seulement aux valeurs des deux premi&res 
esp&ces. 

Soit -J le plus petit des nombres a^ relatife k la premi&re des 

valeurs des trois demiires espftces, si cette valeur existe; si elle 
n'existe pas, nous ferons A^ = 0. 
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Soit de in£me -j- le plus petit des nombres a^ rehti& \ la 

seconde valeur des trois dcrniires esp&ces; si elle n'eziste pas nous 
prendrons ^, = 0. Nous pouvons toujours supposer ^,>^,. LMn6- 
galit^ (5) devient alors: 

^o + f + f >^-a. 

Si -^<, > y — 2, rinigaliti sera satisfaite quels que soient les 
nombres S, et S^. 

Si j1q + A^^q — 2y Aq + A^<^q — 2, on pourra prendre i^ 
aussi grand qu'on voudra» mais S, sera limits. 

Si Aq + ^2^9"^* ^o<C9 — 2i on pourra prendre Pun des 
deux nombres S, et \ (mais non tons deux h, la fois) aussi grand 
que Ton voudra. 

Si enfin A^ + A^<^q — 2, les deux nombres X. et 8, seront 
tous deux limit&s. 

Ainsi donCj dans le cas oil on aura 

A. + A,<q-2 

m 

et oil rinigaliti (8) ne sera pas satisfaite, m£me dans rhypothise 
S,=iS,=o, on ne pourra faire au sujet des nombres S, et S, qu'un 
nombre fini d'hypothises et les Equations (4) n'auront qu'un nombre 
fini de solutions. 

Le degri p est done limitL 

II existe done des cas tris £tendus oA, comme dans celui que 
j'ai examine dans la premiere partie de ce travail, le degri p est 
limit6 et oil, par consequent, le problime de T integration alg6brique 
pent etre regard^ comme risolu. 

Valeurs des \. 

Les nombres \ doivent satisfaire k certaines Equations to 
fait analogues aux Equations (4). 
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Consid^rons d'abord un noeud dicritique, nous demons avoir: 

(9) > z= S a,\ , a = 2 X — X(«< — OV 

Les Equations (9) tout-^-fait analogues aux Equations (4) se 
discuteraient de la m^me maniire et cette discussion conduirait au 
m£me r&ultat. 

Si les in£galit£s (5) et (8) ont lieu k la fois, les ^^uadoDs (9) 
admettent une in6nit£ de solutions. 

Si rin£galit£ a lieu seule, elles peuvent en comporter un nombre 
fini ou n'en comporter aucune. 

Si I'inigalit^ (5) n'a pas lieu, elles n'en admettent aucune. 

Envisageons maintenant un noeud monocritique. 

Dans ce cas la premiere Equation (6) ^it dcre remplacie par 
la suivante: 

(9".) x = s.,\ + «.«.(-^- i) + «.«.(v- 0' 

a, est Texposant du facteur critique, a, celui du facteur hypercri- 
tique; 8, est 6gal & o ou & i, suivant que le facteur critique cor- 
respond ou pon k la valeur remarquable cnvisag^e; et e^ est defini 
de la m£me maniire en ce qui concerne le facteur hypercritique. 
De m£me, la seconde Equation (9) doit £tre remplac6e par 

(9"') (2 X - 2) + «. (i - -^) + «, (i - -^) =!(«,- 1)\. 

Nous avons q Equations (9*'**) correspondant aux q valeurs re-f 
marquables; en les additionnant on trouve : 

et en combinant avec (9^^') 

(10) Z^^ = (?- 2)5^ + 2. 
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Soient encore ^^ , a, , ... a^ q nombres positifs tels que 

^. + «a + • • • + ^g = ? — 2. 

Disignons par \[ les norabres \ relatifs k, la valeur remarquable 
Q , de meme que nous avoos d^sign^ par n\ les nombres n^ relatifs 
k cette valeur remarquable Q. 

Nous pourrons 6crire : 

+ <«i(-j7 — ^) + ^^"•(•T — ^) + ^5 

a[ est celui des nombres a^ qui se rapporte ^ la valeur remarquable 
corrcspondant au facteur critique et a," est d^Bni de m£me par rap-* 
port au facteur hypercritique. 

Pour que les Equations (9'*") et (9'*') admettent une infinite de 
solutions, il faut et il sufEt que les Equations 

admettent des solutions positives; c'est-^-dire que les in6galit£s (5) 
et (8) aient lieu. 

Si Ton observe maintenant que les nombres \ et n^ ne sont 
pas indipendants, mais qu'ils sont li6s par les relations (3) et (3*'")» 
on pourra esp6rer que nos Equations (4), (9****) ct (9*«') n'admettront 
qu'un nombre fini de solutions compatibles avec les relations (3) alors 
mdme que les in6galit6s (5) et (8) auraient lieu. 

Mais cet espoir serait trompi en g£n6ral; on serait conduit k 
une discussion qu'il est inutile de divelopper ici et qui conduirait 
k la resolution d'une Equation de Pell ou d'une Equation analogue. 
L'^uation de Pell> on le sait, admet une infinite de solutions. 

Cos des neuf mjauds dicrUiqties. 

On se trouve done en presence de difHcult^s que je n'ai pu 
encore surmonter. Je me bornerai done k traiter un cas particulicr 
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simple, oil la nature de ces difEcultis apparait clairement, bien qu'on 
puisse en triompher. 

Supposons m = 4 et que tous les noeuds soient dicritiques; 
d'apris ce que nous avons vu dans la premiere parde de ce travail, 
le genre des courbes / + C9 = o sera 6gal k i. 

D'autre part, le nombre des points singuliers sera 

m* + m 4- I = 21. 

Je supposerai que ces 21 points singuliers sont 9 noeuds dicri- 
tiques et 12 cols. 

Par les 9 noeuds je puis faire passer une cubique. Soit p le 
degr£ de la courbe /+ C9==o; elle aura avec la cubique jp points 
d'intersection dont un certain nombre seront confonJus avec les 
noeuds. Si on envisage les neuf nombres X relatife aux neuf noeuds 
et la somme 5X de ces neuf nombres, on aura : 

3^ = 5X + i, 

b 6tant le nombre des points d'intersection mobiles situts en dehors 
des noeuds. 

On aura d'autre part: 

p' = 5 V, 

d*o6: 

(xTp* + 6xp + 9)=: S(x^y + 2x\ + i) + 2x4, 

(0 i^P + 3)' = S{x\ + !)• + 2xh. 

D'autre part on a, en appelant q le genre de la courbe 
/+C9 = o, 

2 2 

Ott 

p^—3p + 2 = Sy — SX + 2q, 
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ou enfin 

2(q— i) + b = o, 

ce qui conduit k deux solutions : 

} = I, ib = o; ou 9 = 0, ib = 2. 

C'est la premi&re qui convient, puisque q=z i d'apr&s ce que 
nous avons vu dans la prenu&re partie; on a done i = o et la 
cubique n'a pas de point d'intersection mobile avec les courbes 
/ + Cf = o. L' Equation (i) se reduit done k 

(xp + 3y=:S(xX+iyi 
et en faisant x=z — -X- et multipHant par p* : 

5(3X-/>y = o, 

ce qui montre que tons les X sont 6gaux entre eux et £gaux k —. 

Soient si, , ti, , ... si^ les arguments elliptiques des neuf noeuds 
sur la cubique; on devra avoir : 

c'est-JL-dire 6gale une p^riode (des foncdons elliptiques envisag^es). 
Done Su est igal k une piriode divisie par X, c'est-i-dire par -^. 

Si nous connaissons T^uation diflKrentielle, nous connattrons 
les neuf noeuds, nous connaitrons done la cubique et les neuf argu* 
ments elliptiques si. Nous verrons don^ si 5ii est commensurable 
avec une p^riode. C'est U une condition nicessaire pour que I'in- 
t^gration algibrique soit possible. 

Supposons-U remplie; le nombre X est par lJL-m6me connu. 

Gmsidirons 8 de nos noeuds; peut-on construire une courbe de 
de^ 3 X admetunt ces 8 noeuds comme points d'ordre X ? 
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Une courbe de degr6 3 \ est d^terminie par 



points. D'autre pa:t, un point multiple d'ordre X compte pour 

H'^ + I) 
2 

conditions. II nous rcstera done : 



9X(X + I) g X(X+ i) ^ ^fi+ I) 
2 22 



points disponibles. 

Imposons-nous encore que le neuviime na^ud soit un point mul- 
tiple d'ordre X — i, ce qui fait 



X(X-i) 



conditions; il reste 



X(X + I) _ X(X - I) _ ^ 
2 2 



conditions. 

Menons par le neuviime noeud X — i droites quelconques non 
tangentes k la cubique et imposons-nous que ces X — i droites reti- 
contrent la courbe d'ordre 3 X en X points confondus. De sorte que, 
ou bien le neuvi^me no^ud sera encore un point multiple d'ordre X, 
ou bien ces X — i droites seront les X — i tangentes h la courbe 
au neuvi&me noeud. Cela fait encore X — i conditions; il nous re- 
stern done encore un param^tre. 

Cela pose, les 9X points d'intersection de la cubique avec la 
courbe d'ordre 3 X, seront X points confondus avec les 8 premiers 
noeuds, X — i points confondus avec le neuvi^me noeud, et un point 
inconnu. 
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Soit sijo I'^rgument elliptique de ce point inconnui on aura: 

^(«, + «a + • • • + «») + C^ — 0««9 + ^10 = o. 



Or, par hypoth&se, 



SXu 



Done: 



^I0» 



Done le point inconnu se confond avec le neuviftme noeud; 
nous avons done X droites, k savoir la tangente k la cubique et les 
X — I droites eonstruites plus haut, qui reneontrent la eourbe d'ordre 
3 X en X points confondus. Le neuviftme noeud est done un point 
multiple d'ordre X de la eourbe d'otrdre 3 X. 

Nous avons done d^fini un fiiiseeau de eourbes d'ordre 3 X 
admettant nos 9 noeuds eomme points multiples d'ordre X. 

Soit ^ = o Tune de ees eourbes. 

Cherehons en quels points eette eourbe touehe Tune des eourbes 
difinies par nos Equations diflfirentielles, Equations que j'ierirai 
eomme dans la i^ partie : 



w 



dx dy i;( 



L M N 



= 0, 



Le lieu des points o& une des eourbes difinies par les Equa- 
tions (2) pent toueher la eourbe 4^ = o est 



(3) 



''+ _i_ lutii . w*** — 



n 



+ ^3J + ^jf = ^" 



Comme par hypothise L, M tt N sont d'ordre 5, ct ^ d* 
3X^ le premier membre de (3) est un polynAme haaogjkmri 

3^ + 3- 
Rmd. Grc. Mtfiim.f %. XI» parfe i\-*Sunip4to il la ^a(po 1S97. 
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Le nombre total des points d'iotenection de (3) et de ^ = o 
est done : 

9X(X+ i). 

Consid^rons maintenant I'un de nos 9 noeods dtcritiqoes; aoieat 

•^o » yoy Zo ^^^ coordonnies; nous pourrons toujours supposer que ce 
point n'est pas sur la droite de Tinfini 7 = o, ce qui nous permet* 
tra de supposer ^o == i* 

D^veloppons ^ suivant les puissances de x — x^^i, y — y^:i^ il 
viendra : 

tm apptUnt ^^ uo e&Mmble de termes homogtoca de degr6 h en 
x — x^l ti y — yo^, mtildpli^ par tC^^* 

Le Bosud coosidiri est un point multiple d'ordre X de ^^ = o 
et les directions des X tangentes sont doanies par riquaikm bo- 
mogine : 

Diveloppons de m£me 

iL — xN, iM — yN 

suivant les puissances croissantes de x — x^:^^^ y—yoKl il viendra: 

iL — xN= A:C(x — x^O + », + », + % 

KM-yN=zA^(y^y,0 + < + < + K^ 

les Hi et les yi[ 6tant des polynfimes homogines d'ordre k tn x^x^^ 
y — y^:(^ multiplifa par i^'^. 

H est & reoiarquer que le coefficient A est le in£nie dans les 
iknil feciBiilesi c'est p rt ds^m e nt ce qui caractirise les fUNtds dicri- 
tiques. 

Qomment trouver les tetmes du degri le mpins 61ev^ en 



^UR L^imiGRATION ALG^BRlduS JDE^ iQUATIONSi ETC. 211 

(*~*«0> iy ~J^oO d^°« 1^ J*' mcmbre dc (3)? Af^eioit © le 
i«r membre de (3); il viendra : 

d'oi : 

(4) ?e-3>N^. = (^L-*N)^ + (?Af->A03i. 

Les termes de degr£ le moias k\tvh du a'' membre soot &vi- 
demment : 

« 

Les termes de degr6 le moins 61ev6 dc N sont N^7^\ N^t^ 

£tant ce que devient N quand 00 y change x ti y tn x^t^ tx y^^. 

L'ensemble des termes du degr£ le moins ilev6 de 6 sera done : 

Let X umgenus \ la courhe e := o soDt done les mkmm que 
Ici X taafentes k la cottrbe t^ =3 0. 

Lc noeud coii»d£ri compte done poor X(X + i) iocerseetioBs 
ec ks 9 noeods pour 9X(X 4- i) iotersecctoos. 

Dooc, ou bien les deux courbes se coofbndent, ou bien elles 
n'ont pas d'autre point d' intersection que les nceods. 

Mais il y a plus; je dis que je puis toujours sopposer que la 
courbe O = o admet nos 9 noeuds comme points multiples d'ordre 
X+ I. 

En effet, nous oe phoogeoos pas nos Equations dtfikontielles 
en changeant I, Af, AT en L + xH, M + yH, N-i^^H (fffeaot 
un polyodme booiog^ne quclconqoe du )*»• ordre). 

On change ainsi 9 en 

e + 3JiHf 



Soit u^ Tun de nos 9 noeuds. Soit //^ la valeur que prend H 
en ce point et soit 3 Xil^^;^ T ensemble des termes de 9 qui soot 
d'ordre ^ en x — x^^^, y ~ yol* 

Pour que la courbe 

e + 3X/f^/ = o 

admette nos 9 noeuds comme points d'ordre X + i> ^^ f^tit et il 
suffit que Ton ait les 9 Equations 

(S) H, + j1, = o. (/=i, a. ...9) 

Peut-on choisir les 10 coefficients de H de fii(on k sadsfaire k 
ces 9 Equations ? II ne pourrait y avoir doute que si tons les diter- 
minants formes k Taide des coefficients de ces 9 Equations i 10 in- 
connuts s'annulent tons ^ la fois. Mais s'il itait ainsi, les Equations 

(S*) H, = o 

admettraient une double infinite de solutions. C'est-^-dire qu'oa 
porrait faire passer par nos 9 noeuds un faisceau de cubiques et que 
Su serait une p6riode. 

Mais nous avons suppose que Su ^tant commensurable avec 
une p^riode et de telle fagon que X soit le plus petit nombre tel que 
XSu soit une piriode. Done, si X^ i, 5si n'est pas une p6riode. 
Done on pent satisfaire aux Equations (5). Done, on peut toujoun 
supposer que 9 = o admet 9 points multiples d'ordre X + i. 

Nous admettrons disormais qu'il en est ainsi. 

La courbe O = est d'ordre 3 (X + i) ct elle a, en nos 9 
noeuds, 9(X + <) points d'intersection avec notre cubique. 

Nous sommes done en presence de deux hypotheses : 

i^ Ou bien la courbe 6 = o se decompose en la cubique et 
une courbe d'ordre 3 X. 

2^ Ou bien elle n'a pas d'autre point d' intersection avec la 
cubique que les noeuds. Mais alors on aurait: 

(X+ i)5iisio, 
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et comme on a d6j& 
il viendrait 

ce qui est contraire k ce que nous avons suppose, puisque 5 si n'est 
pas une piriode. 

La seconde hypotbise doit done 6tre rejette. 

Done la courbe 9 = o se decompose; et les deux composantes 
sont> d'une part la cubique, d'autre part une courbe d'ordre 3 \ 
adraettant les 9 noeuds comme points multiples d'ordre X et appar- 
tenant par consequent k notre faisceau. 

Soit F=o r^quation de notre cubique; celle d'une courbe 
quelconque du faisceau sera 

a^ + *jF* = o, 

et ( £tant des coefficients arbitraires; et en effet, la cubique, prise 
X foisy fait £videmment partie du faisceau. 
On aura done: 

Soit maintenant: 

sera 6videmment un polyndme du 6^* degri. 

La courbe 4 = o passe ividemment par chacun des noeuds et 
sa tangente au noeud est oelle de la cubique; on le d6montrerait 
conune plus haut. 

Les deux courbes 0=ro et F=o ont done 18 pdnts d'inter- 
sectioQ aux noeuds; done : 

Ou bien se decompose en deux facteurs dont F. 

Ou bien les deux courbes n'ont d' autre point commun que les 
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noeuds^ ce qui entrainerait la coDgruence 

2 Su^o. 

Cette congruence n'a pas lieu (si X >> 2). 
Done est divisible par F. 
Soil done 

= PF, 

P teant tm poljrfl&me du 3^ degr6. 

Mats oous avoQs vu plus haut que les termes de degri X en 
X — x^t(^ ^ en y —y^K dans © sont: 

On verrait de m£me que les termes du i«' degr6 en x — x^7i 
et y — j^o^ ^^^^ ' sont 

en repr^sentant par F, T ensemble des termes du i*' d^gri dc F. 

Mais, d'apr&s Thypothise faite plus haut, chaque noeud sera un 
point d'ordre X + < po^^ 9 = o et on a par consequent : 

3 jv;, + ^ = o. 

Done, les termes du i^' degri de disparaissent. Chaque noeud 
est done un point double pour = o. 

La courbe P = o pttssc done par Ics 9 nceuds. 

Si Its CttbiqMS Ptzzo^ F=o toiient dtstinctes, on fturait done: 

Of qw n^t fas lieu. Done: 
^ itast w cocfficiem coostitit. 
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Nous pouvoQs alors nous demander s'il est potstUci itsot donn6 
un polyndme F du 3^°''' itgth, de trouver 3 polyndmes L, M, N 
du 4*"" degr6^ tcls que 

6 = 3 P. 

II est clair que ce problteie comporte une infinite de solutions. 
Soient P, Q, R trois polyndmes quelconques du 2^ degri; si 
nous posons: 

L^KF + Rjj-^Qj^ 
(a) A/ = :yF + P^-ie^ 

il viendra 6videmment: 

C'est d'ailleurs la solution la plus g6n6rale> conune on s'en 
assureralt en remarquant que si U, M\ tf sont trois polyndmes 
du 4*°^ d^ri satisfaisant ^ Tidentiti 

^3^ + ^37 + ^ J?*^* 

iF iF 

le polyn6me V devra £tre 6gal Ji la somme de j- et de j- mul- 

tiplife respectiTement par deux polyndmes du a' degri. 

Cela pos6» donnons 4 nos polyndmes £, Af, AT la forme (c) 
et cherchons quels seront les points siaguliers de nos Equations dif- 
firentielles. Ces points singuliers sont donnte par 

1l — M.=IL 

CC oa vob tooMe-fuitc qa'ils se diTiscnt ea d»uB categories. 
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Nous avons d'abord oeuf points satisfaisant aux ^uatioiis : 



dF . dF . dF 

X 



' J3? + ''rfj + ^J? = *^' 



Nous avons ensuite douze points satis&isant aux ^uations : 

^~iZ~dF' 
dx dy d:(^ 

Les neuf premiers points sont sur la cubique F; ce sont euz 
qui devraient £tre nos neu& noeuds dicritiques. 

lis sont k I'intersection de F=o avec une autre cubique. On 
aura done : 

Le faisceau / + Cf = o devra alors se r^duire k un faisceau 
de cubiques 

F+CF. = o, 

de telle fa^on que ^ = i . 

On.pourrait, il est vrai, se demander si on ne pent pas faire 
passer par ces 9 noeuds trois courbes de degr^ 3 \ lin6airement 
ind^pendantes et admettant les 9 noeuds comme points multiples 
d'ordre X. 

On aurait alors non plus un faisceau mais un riseau de courbes 
d'ordre 3 \ et Tiquation de ce r6seau pourrait se mettre sous la 
forme : 

F^+ CF^ + C'^ = o, 

oil O tt O' seraient des constantes arbitraires et O un polyn6me 
d'ordre 3 X indecomposable. 

Mab cela est impossible; soit en effet Af un point quelconque 
du plan; par ce point passeraient une infipit^ de courbes du riseau. 
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formant un faisceau. Deux quelconques de ces courbes se caape- 
raient en 9X' points aux noeuds et en un point au point Af. En 
tout 9 V + I points d'intefsectioQ* Cela est ab$urJe> puisque les 
deux courbes sont d'ordre 3 X. 

Ainsi nous dttons condure que X = i. 

Nous avons, il est vrai, laiss^ de cdti un cas; celui ou X serait 
igal i t, dJi Ton aurait par consequent : 

et oil la courbe = o, au lieu de se decomposer en deux cubiques 
dont Tune serait F=o, serait tangente aux neuf noeuds ^F=o, 
Dans ee cas on pent constniire ua faisceau de courbes du 
6*^ dtgfh admettant les neuf noeuds comme pdnts doubles. Soit 
/, + C/, = I'fcquation de ce faisceau. On pent, quel que suit p^ 
construire un faisceau de courbes de degr& 6p admettant les neuf 
noeuds comme points multiples d'ordfe 2 p. L'6quation de ce fais- 
ceau est 

Mais on ne peut pas, pour la m£me raison que tout k Theure^ 
construire un r^seau de pareilles courbes. 

On peut done suppo^er p = i et par consequent le fiisceau 
/ 4- C9 = ne pourrait 6tre autre chose que le faisceau du 6*"' 
degr^ que nous venons de conltruire. 

Supposons done X=2. 

L'tquitkm du fti^ceau peut se menre ^ous la forme : 

F* + C9 = o, 

f fctant du 6*°" degr£. 

La valeur C = o est alofS une valeur remarquable de C. 
Les Equations connues : 

m + 2 = 2^ — X(«i — 0»< 
2 = 2X — X(a,— i)\ 
^md. Ore. MaUm,^ t. XI, parte |\ — Stampato i! 14 giugpio 1897. a9 
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devieonent alors : 

6=6x-(i-i)3_2;>,-i)«., 

le signe ^ repr^sentant une sommation s'6tendant Jitous les facteurs 
u^ correspondant ii toutes les valeurs critiques de C autres que C=o. 
Mais si X = 2, la derniire de ces ^uations se r£duit ^ 

Cette ^uaiion ne peut £tre sadsfaite que d'une seule maniire. 
II ne doit y avoir, en dehors de C=o» qu*une seule valeur critH 
que pour laquelle on aura: 

D'autre part, la premiere ^uation donne : 

ou, puisqu'il n'y a qu'une seule valeur critique et que oe^ = 2 : 

«* = 3- 

Ainsi, pour cette valeur cridque, f * + C9 doit se riduire au 
carrA d'un polyndme du 3*°" degr6, F^ , de sorte que la cubique 
F| = o passe par nos neuf noeuds. On aura done : 

ce qui nous rainftne au cas pric&dent. 

Ainsi, dans ce cas tris particulier, que j'ai 6tudi6 peut £tre ua 
peu longuement, nous sommes parvenus ^ limiter le degr6 des 
(ourbes al^ibri^ues ^ + C^ = 0; mais pour cela les considerations 
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purement arithm&tiques ne nous ont pas suffi; nous avons d& recourir 
au thtorime d'Abel^ qui nous a appris que 

XSu^o. 

Cette circonstance doit nous faire mieuz comprendre la nature 
des dif&cultes k vaincre. 



J^Xude des paints singuliers. 

Dans le voisinage d'un point singulier, il existe deux series que 
nous avons appel^es X^ et X^ et qui sont ordonnies suivant les puis- 
sances de -^^ -^ , -^ ^ (loco citato, p. i6j). Riciproque- 

ment, on pent igaler les difii&rences 



m 

k des series ordonnies suivant les puissances croissantes de X^ et 
Soit alors 

-^ = coDstante 

? 

rint6grale g6n6rale de notre Equation diff&rendelle. Si nous divisons 
le num6rateur et le dtoominateur par :f, les quotients ~^ ^^ -^ 

seront des polyndmes entiers par rapport tos diffibpenoes — — -^ » 

Jl -^; ce seiont done de. sMe. orionnte nI 

sances croissantes de X, et de X,. Solent S, cc 5, 
autons : 



f=i., jr=s. 
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et Dotre int^grale g&n^rale s'icrira : 

5, 

-^ = constante. 

Supposons d'abbrd que notre point singulier soit un noeud dicri- 
tique; rintigrale g^n^rale de I'^quation pourra s'icrire: 

-^ = constante. 

S X 

Done -J est une fonction de ~ ; elle ne change done pas 
J, A, 

quand on multiplie X, et X^ par une m&tnt constante 1. Si done 
je disigne par 5f et S{ les groupes de termes homogine^ de degr6 
p dans 5, et dans 5, » nous aurons : 

kS\ + VS] + VSl + ... _ S\ + Sl+S\+ ... 
kSl + k'Sl + k'Sl+ ...- Sl + S* + Sl+ ...' 

Le premier membre doit done £tre ind^pendant de k. 

D'autre part, 51, 5* , . . . 5f*' doivent s'annuler ainsi que 
S[f 5* , ... 5^""', tandb que 5j et S^^ sont difFtrents de z6ro; et 
en effet les courbes / + C<p =r o doivent avoir au point coBsid&r6 
un point multiple d'ordre X k tangentes distinctes. 

On aura done, quel que soit ki 

f _ k^S ^-^k^'S^' + ... 
ou, en faisant tendre k vers z^ro: 

f ^s] 

Ainsi : la fraction rationnelle — est le quotient de deux polffifim^ 

entiers bomogines d'ordre X en X^ et X^. 

Considirons maintenant un noeud monocritique : I'int^ale g^ 
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n6rale est alors de la forme : 

^ = constante. 

5 
Le rapport -^ ne doit done pas changer quand on change X^ 

et X, en X,V ct X,k^. Soit alors 

AXTX: 

un terme quelconque de Tune des series 5, ou 5,; ce terme se 
changera en 

je dirai alors qu'il est de la classe m v + ^H'* Solent alors S{et S^ 
Tensemble des termes de classe p de 5, et de 5^; nous aurons 
encore : 

Comme la courbe / + Cf = o doit pr^seattr X bnnciies dt 
courbes de la forme 

• 

passant an pobt coBsidftr^ (cfr. loco citato, p. 170), les pfemiers 
termes qui ne s'annuleffrat pas au num^rateur et au d^nominateur 
de la firaction prfcc^dcntc scront les termes k^^'Sl^' et k^^^^S^^, d% 
sorte que nous aurons, quel que soit k : 



et en faisant k=zox 



f _ k^Si^+ ... 



"It —Thif 



t "^ 
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Ainsi : la fraction raiionnelU — est h quotient ie deux poly^ 

ndmes entiers bomoghtes d'ordre X en X}^ et X^. 

II reste k examiner le cas d'un col qui est un peu plus com- 
pliqu6. 

Si riot6gration alg^brique est possible, les series X, et X^ eu- 
stent certainement encore; l'int6grale g6n6rale devient : 

X^Xl=z constante. 

5 
Done, -^ ne change pas quand on change X^ en k* X^ et X^ 

en k'^X^. Un terme en X^X] est alors multiplii par *"*'•* et pcut 
6tre appeli de classe m v — n {t; seulement il pent y avoir des tennes 
de classe negative. 
Soit encore : 

Le numirateur, comme Ie d^nominateur, sont developpables 
(pour les valeurs de k voisines de i) suivant les puissances posi- 
tives ou negatives de k; il en est de m£me de 

Cette fonction de k devant £tre identiquement nulle oe peut 
r^tre que si tous les coefficients du d6veloppement sont nuls; on 
a done: 

en choisissant p de telle fa^n que 5f ne soit pas identiquement 
nul. Seulement ici S{ et S^ peuvent contenir une infinite de termes, 
Ce oe sont plus des poljmdmes, ce sont des series. 

Soit Af, un noeud quelconque; soient fx, et v, ses entiers corac- 
ifcristiques; X] , XI les deux series X, et X^ correspondantes. Nous 
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pourrons toujours former ces deux series si nous connaissons Tiqua- 
tion diffi&rentielle. Ces deux series couvergeront dans un certain do- 
maioe D, ; soit ensuite A, un domaine plus 6tendu que D, ; nous 
pourrons encore d^finir dans ce domaine les deux fonctions X\ et X[ 
par Ic proc6d£ de la continuation analytique. 

Soit Af, un second noeud, (a^ et v, ses entiers caractiristiques; 
XJ et XI les deux series X, et X^ correspondantes; elles couverge- 
ront dans un certain domaine D^ et on pourra, par continuation 
analytique, d^finir les fonctions X^ et XI dans un domaine plus 
itendu A^. 

Supposons que A, et A, aient une partie commune; dans cette 
partie commune les quatre fonctions XJ , X^ , Xf , XJ seront difinies; 
et nous devrons avoir une relation entre' 

Dans le cas 06 Tintigration algibrique est possible, on voit 
quelle est la forme de cette relation; la fonction — doit £tre une 

fonction rationnelle de Z, d'une part, de Z, d'autre pait. 

II faut done qu'une fonction rationnelle de Z. soit igale k une 
fonction rationnelle de Z,. 

Soit jCq, ^o, ;^ un point de la partie commune i A, et 4 A,; 
connaissant nos quatre fonctions X dans cette partie commune par 
continuation analytique, nous saurons d^velopper Z. et Z^ suivant 
les puissances de x—x^^ y—Jo^ K—Ko\ «>it Zl et Z^ les valeurs 
de Z, et Z, au point x^^ y^^ 7^\ nous saurons divelopper Z, — ZJ 
suivant les puissances de Z, — Z^. 

Nous aurons done It relation cherch6e entre Z. et Z^ sous une 
forme oh entre une s^rie infinie; mais cela ne nous permet pas 
encore de reconnaitre si on pent la mettre sous It forme d'une ^t- 
lit6 entre deux fonctions rationnelles. 



Inttod/ucHan des FancHana JFuchsienneB. 

G>nsid£rons d'abord un noeud dicritique et supposons qoe 
donaions: i"" les valeurs remarqoaUes C,, Q» ••• Q^i 
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nonibre X; 3* les oombres X, et les exposaats a^ relattft tux iiSk- 
rents facteurs correspondant aux q valeurs remarquables. 

Soit Af| Tuti des communs multiples des expostnts «, eom^ 
spondant k la valeur rexnarquable Q. 

Constriiisons un polygdae fuchsien R^ de la 1^ fiintUe et d« 
i*^ genre; supposotii que nous ayons iq — 2 sommets r^titis en 
q cycles. Le premier cycle comprendra un seul sommet A^^ le se^ 
cond, le troisitoie, etc.» et Tavant dernier cycles c om pre i tdfOBt 
chacun deux sommets que j'appellerai A^ et A'^^ A^tt A'^t •••, Jl^ 
et A'^^ ; le dernier cycle comprendra un seul sommet A^. La somnie 

des angles du h^°'* cycle sera 17- et il y aura une fonctibn fuch- 

sienne qui sera ^gale k Q ati point A^. Soit F(C) cette fonctioil 
fuchsienne; 6galons-l& k ^ et ^crivons : 

Nous avons vu plus haut que — devait £tre une fonction 

X 

rationnelle du rapport -^ que j'appellcrai Z; nous aurons done: 

F(0 = i?(Z), 

R d^ignant une fonction rationnelle. Je dis que Z sera une fbnctiea 
udiibrme de C 

Si, en efFet, F(C) d^crit un contour fermi, plusieuts valeurs de 
Z ne pourtont s'^changer que si ce contour contient Tim des {toints 
Q; et si on toume autour d'un point Q ec que oci, ^i* • • • ^ 
soient les exposants correspondants nous verrons s*6changer, par |ier- 
mutation circulaire^ d'une part "kl groupes de «][ taleufs, 4*autM 
part X| groupes de a* valeurs, etc. 

Si C dicrit un contour fermi, il faut d'abord que ce contour 
enveloppe un des sommets de J?^,, pour que F(C) toume autour 
d'un des points Q. Si ^ toume autour d'un sommeti F(C) unime 
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Mt fois autour ile C^ et osnine il^ est multiple de tous les e^)o- 
saots «[, Z revient h. la mdme raletr. 

DoQc Z est fonction unifixme de C> c. <i. p. d. 

Or Z, pour une meme valeur de F(l^, peut preodre \ vi- 
t«urh Considirons done \ pel^gdoes fuchsieas congnieats i J^ , que 
j'ofipcUerai 

«., *.. ... J?i_.. 

L'cnseinble de ces polygAoes constituera un polygene fuchsien 
Sf,. Ce polygftue 5', , en astocwtt 6«nr«l«bleraent ses cAtis en paim 
de cdtis conjugu£s, eogendrera un groupe fuchsien dont les substi- 
Ritkna n'lMrecoiit pas Z. 

DvK Z m fomtioH fmehtieme de C 

La surface du polyg6ne R^ (au potm de vue de la gtomAtric 
Don euclidienne) sera : 



f-'-^-h, 



(en prenant pour uoiti celte du quadrilatirt doot 1« 4 Mglcs sont 
nuls). Celle de 5, devra done £tre : 



4,-.-IiJ. 



D'a«n pRft, k ooMbN Us efUm H «nneu dt 5, ma en 

giniral 

Ce Qombre pourrait se rtduire £ U somme des tn^m rdari6 
k un de ces cycles itait igale a a «} "• M — ** **— <— HilMht 
ptrtygAnes 1^ de (km k IMft dfsparaitrc ci cycle. Mms cfBt Mnune 
4'ideki «K 4«U« ft 



a, et Jtf| itant les Dombres v^ «t Af^ correspondant au 
J[ff4. Cfrf. ifitew., t, TO, futt I'.— Stamfijto il 16 giugoo 1897, 
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sag6. Mais comme Af^ est un commun multiple quekonqui des ae^ , 
je pourrai toujours supposer Mf^ > a^. 

Nous pouvons done toujours supposer que le nombre des cycles 

de 5o est pr6cis6meDt ^\. 

Quel est le nombre des cdtis ? Le polyg6ne ^^ a 2 ^ — 2 c6tis; 
quand on y annexe J?, » on a en tout 2(29 — 2) cdtis; mais comme 
i?o a UQ c6t6 commun avec J?, et que cette paire de cdtis di^>aiait9 
11 reste pour le polygdne R^ + i?, un nombre de c6t£s igal i 

2 (2 J — 2) — 2. 

Annexons encore R^ , nous ajoutons 2q — 2 cdt£s; mais R^ a 
au moins un cbik commun avec R^ + R^ ; cela £ut une paire de 
cotis ^ supprimer et il reste 

3 (2 y — 2) — 2.2 

c6t6s pour le polygdne ^o + ^1 + ^t- ^^ nombre doit £tre diminui 
si J?, a plus d*un c6t6 commun avec ^^ + £,. 
En g£n£ral 5^ aura : 

X(2 J — 2) — 2X + 2 
cdt6s, si R^ n'a qu'un c6t6 conunun 

Dans le cas contraire ce nombre devrait 6tre dinuoui. 
Ed g6n6ral le nombre des cdt&s sera 

X(2 ^ — 2) — 2 X + 2 — 2 A, 

h £tant un entier positif ou nul. 

D^aprte une formule que j'ai donnie dans les Acta Mai b e m s 
tica, tome I, on a, si 2 n est le nombre des cdt^, q le nombre to 
cycles, p le genre du polygdne fuchsien : 



. k 



ou 
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Nous aurons done ici 



Or nous avons trouv6 plus haut 
On a done 

Or les nombres p et h sont positife ou nuls; on a done : 

p = o, A = 0. 

Ainsi : /^ genre du polygdne fucbsien 5^ est nul et le nombre de 
ses cdtis ett 2 X(j — 2) + 2, 

II faudrait rechercher maintenant comment soni assembles les 
divers polyg6nes partiels J?;^ dont Tensemble compose 5^, et com- 
ment les c6tis de 5^ sont conjugu&s deux k deux. 

Je d6signerai par A^^^ et Al^ ^^ sommets du polygdne R,, qui 
sont homologues aux sommets A^zzzA^^ et i4|=i^ du polygftne R^. 

Consid^rons alors le c6t£ A^j^A^^\ ou bien il coincidcra avec 
un c6t£ ^i.fc'^a.fc ^^ polyg6ne R^^ les deux polyg6nes Rj, et ^1 ayant 
un c6ti common; ou bien ce sera un c6t£ de S^ , mais alors il sera 
conjugui d'un autre cdt6 A^^^A^^ de 5^. 

Dans Tun et Tautre cas, je dirai que I'indice b est le conse- 
quent de rindice k, et I'indice k rant6c6dent de Tindice h. Chacun 
de nos X indices aura ainsi un cons^uent et un antic^dent. 

G>nsid6rons alors la substitution T^ qui change chacun de ces 
indices en son coosiquent. Cest une substitution de X lettres, et si 

*l 9 *l 9 • • • Mg 9 • • • 



H 



#^ • t f 



sont les nombres a^ et \ relati& k la valcir fMUi|MUc C^ , les 1 
lettres se r6partiroDt eo X| gioupes de a| lettres, ... en X/ groupes 
de a| lettres, ... ^ et ta substitution 7^ permKera circtflairemcDt les 
lettres de chaque groupe. 

Consid6rons maintenant le c6xt A^j^A^i,; il coincidera avec m 
cdti '^aik^jk de R^^ ou bitQ il sera uxt ctei de .^ et sera conjogoi 
du c6t^ ^ik^ii* 

Dans les deux cas, difinisissM Ub ceiisAq«eai» h wn navnreau 
point de vue, je dirai que b est le consequent de k. 

J'appellerai T^ la sul^thutioQ dc 1 Uttces qui change chique 
indice en son consequent. 

On definirait de mfime les substitutions T, , 7^ , . . . 7^ qui 

correspondent aux cdtis Ji'^A^, ^^1^4* ^ ** ^t-^^t ^^ ^^ m£me fa^oQ 
que r, et T^ correspondent aux cdtis A^A[ et A'^Ay 

Les f — 1 substitutions 7^ denoiit satis£aire i ceitaines condi- 
tions. Nous avcns d^ji vu qudles sont celles que doit remplir T^ 
et comment les lettres doivent se r^partir en groupes tels que T, 
permute ciKulairement les lettres d'un mtmt gienpe. 

Soient maintenant 

•» > «i , ... «r 

^» > ^» > • • • ^k 

t 

les nombres o^ et X| relati& i la valeur C|. 

On pourra r^partir les X indices en groupes tcls qu^ Aasnbsd* 
tution 7^' 7f permute circulaixement les lettres d^im mhne graupeu 

Nous devrons avoir \\ groupes de ol\ lettres, Xj[ groupes de flit 
lettres,... Xf groupes de af lettres (A = 2, j, ... y — i). 

Soient enfin 



*J > * J > • . . «^ 

f ' f ' • • • f 

les nombres a^ et \ relatiis. it la valeur C^. 
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Xfis \ mdtces poorfmt se r6partir eo gfoqpes tds que T^, P^^" 

mutenc circulairement les lettres d'un mdme groupe. 

Nous devons avoir X J groupes de aj lettres, ..., Xfi groupes dc 
aC lettres. 

Une question se pose alors; existe-t-il des substitutions T sati- 
sfaisant k toutes ces conditions? et par consequent eidste-t-il un 
polygdne 5^? 

Nqus avons vu plus haut que -^ devait £tre une fonction ra- 

X 
tionnelle de Z = -^ : 

f _ P(x,, x;) 
9 -Q{x„ xy 

P et j2 ^^^^^ deux polyndmes homogines d'ordre \, 

Soit Q une ^aleur remarquable quelconque, A^ et £^ deux 
constantes telles que B^zziAi^C^. Alors le polyn6me : 

A,P + B,Q 

devra se decomposer em factems, et Ton aura : 

Uj^ eunt UQ poljmdBML d'ordre lj|. 

La question proposie re^ient alors k ta suivante,. Peut-on tact* 
i.oux3^ tiott^c des pcdyo6mes F et Q satisfaisant aux condittons (i) ? 

Nous dJsptifiom des tmietenninees snivanles : 

i"* Les 2X4-2 coefficients des polyndmes P et Q. 

2^ Les q constantes Aj^, d'oii I'on d^duit les q constantes B^^ 
par les Equations B^ = ^|^ Q ; ks Q sont supposes donnas. 

3* Les X (^1 + ^) coefficients des fiicteurs 17, 

D'autres part, nous avons k satisfaire aux conditions (i) qui 

sont des identit^s eotrei df ux poljndmies d'ordre X. 

Chacune d'elles correspond done & X + i conditions; cela fait 

teic en lout f(L -f i) cQodkiQiis^. 
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Si done nous appelons N le nombre total des (acteurs U^, i 
telle sorte que 

nous avons 

N+2X + 2 +q + Xx, 

paramitres qui doivent satisfaire k 9(^ + 1) conditioos; il noi 
reste done 

JV + 2 X + 2 + ? + Z \ - ? (> + I ) 
paramitres arbitraires. Or, en vertu des Equations: 

ce nombre se riduit i 4 + M 

Remarquons que les Equations (i) sont homog&nes si on 
regarde : 

i^ les coefficients de P et j2 comme itant d'ordre X, 

2"* les constantes An comme 6tant d'ordre X, 

3'' les coefficients d*un facteur U^ de degri \ comme itai 
d*ordre 2 \. 

En effet, il est ais6 de verifier qu'en adoptant cette conventic 
les deux membres de (i) sont homog&nes d'ordre 2X. 

Mais il y a plus, ces Equations (i) sont doublement homogine 
je veux dire que, si ^ et t) df^signent deux ind6termin£es, elles i 
changent pas quand on change 

(a) A, P, Q, U, 

en 

(3) M\ Py>\ CiS U,V'-n\ 

Adjoignons aux Equations (i) d'autres relations eo oomb 
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^ + 2 entre nos inconnues; je suppose que ces nouvelles relations 
pr^entent la mfime homogeneity double que les Equations (i); 
c'est-i-dire ne changent pas quand les quantit^s (2) se changent 
dans les quantitis (3). 

Nous avons alors N + 2 + qQ^ + i) Equations homogines; le 
nombre total des inconnues est N + 4 + j(^+ i); mais ces Equa- 
tions Etant doublement homog&nes sont en r6alit6 des Equations 
entre les rapports des coefficients des A^,? et des A^Q ElevEs k la 

puissance -r- et des coefficients des U^ ElevEs k la puissance — . 

Le nombre de ces rapports riellement distincts est seulement 
N+2 +y(^ + i). Nouis avons done autant d'Equations que d'in- 
connues et comme des Equations homogEnes ne sont jamais impos- 
sibles, nous pourront toujours en tirer nos inconnues. 

Ainsi, si les Equations (i) sont distinctes, les rapports de nos 
inconnues dEpendront ic N+2 paramEtres arbitraires et nos incon- 
nues elles-mEmes de N + 4 paramEtres. 

Si les Equations (i) n'Etaient .pas distinctes, les inconnues dE- 
pendraient de plus de N + 4 paramEtres. 

II semble done que notre problEme comporte toujours une in(i- 
finitE de solutions. Mais il importe d'observer que ces solutions ne 
sont pas rEellement distinctes. 

En effet, si dans les polynftmes P, Q et U^ on remplace X^ 
et X^ par 

fltZ. + pX, et Y^« + *^.» 

les Equations (i) ne cesseront pas d'Etre satb&ites. Or cette tran- 
sformation dEpend de 4 paramEtres a, ^, y* ^- ^^c voiU une qua- 
druple infinitE de solutions qui ne difiErent pas essentiellement les 
unes des autres. 

D'autre part, I'Equation (c) ne change pas si Ton y change 

U,, C7.. ... £7^, A, 
en 
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Voil^ une transformation qui depend des K paramtoes ft; comia 
nous pouvons opirer de m£ine sur nos q 6qoatioQs (i), cda noiR 
fait autant de paramitres {/l que do facteurs C7, c'est-i-dire N. En 
tenant compte de ol, ^, y, i^ cela fait une traosformatbo d6pendm 
de A^ + 4 paramicres. 

Nous autons done une (N + 4)1^* infinite de soludons <fA M 
diff&reront pas essentiellement les unes des atitres. 

Si done les Equations (i) sont distinctes, le p ru Mto cne CDOh 
portera qu'un nombre fin! de solutions essentiellement diflPirentes. 

Malntenant^ les Equations (i) sont-elles distinctes ? La consid^ 
ration des fonctions fuchsiennes permet de raffirmer. 

Si, en effet, les yaleurs remarquables C^ sont donnieS) on poum 
coostruire d'une scule mani&re le polygdns fuchsien R^; on povnra 
cnsuite assembler d'un nomhn fini de mamiris X pdygdoes 

pour former le polygdne 5^. 

C'est panni les polygdnes S^ ainsi form&s, en nombre ftni, qu'il 
faut choisir ceux qui conviennent i la question. Les cOnsidirationa 
qui pricilent montrent qu'il j en aura toujours, mais il ne pent j 
en aToir qn'un nombre fini. 

En r6sumi, si Ton se donne les valeurs remarquablts Q, si 
Ton se doane ies enticrs X et X^ assojetcis seulement auK ooodltiona 

on pounra toujours fomier les polyndmes P et Q tt U polyg6ttc S^ 
et on oe pourra le faire que d'un nombre fini de mafiiira* 

Uoctensian atix ncauds monocrUiques. 

Consid^rons un noeud monocritique; soient X, et X^ les deui 
series correspondantes, et aoit 
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Nous avoDs vu plus haut que ^ est une foncdon ration- 

nelle de Z dont le num6rateur et le d6nominateur sont d'ordre X : 

Soit Q une valeur remarquable; lorsque ^ tournera autour 

de C|, les \ valeurs de Z- tiries de Tiquation qui pr6cide s'ichan- 
geront entre elles. Soit u^ un facteur de /+ Qf ; soient \ et otj les 
deux nombres correspond ants; si ce facteur n'est pas singulier, nous 
aurons \ groupes de a^ valeurs de Z, et les valeurs de chacun de 

ces groupes s'^changeront circulairement quand — ^ — tournera 

? 

autour de Q. * 

Si le facteur est critique, at/ est divisible par (a; nous avons 



alors \ — I groupes de a^ valeurs de Z et i groupe de --^ valeurs 

qui s^^changent circulairement. 

Si le facteur est hypercritique, oti est divisible par v et nous 

avons \ — I groupes de a^ valeurs et i groupe de — valeurs qui 

s'ichangent circulairement. 

Si enfin le facteur est doublement singulieri a^ est divisible par 

(A V et nous avons \ — 2 groupes de a^ valeurs, i groupe de — 

valeurs et i groupe de — ^ valeurs qui s'^changent circulairement. 

Formons encore le polyg6ne H^ et formons la fonction fuchsienne 
F(0. Posons : 

Z sera encore une fonction fuchsienne de C« * 
Le polyg6ne 5^ correspondant sera formi de X poi|i 

I^MdL Cift. Maim.^ t XI, parte I^— Sumpato il aa lufjOo r 
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Le nombre des cycles de sommets est eDCore X\. 
Celui des cdt^ sera 

\(2 q — 2) — 2^ + 2 — lb, 

b itant positif ou nul. On en d^duit, p itant le genre de S^ : 

2p + b = \{q — 2)+2 — X V 

Revemms «ux formdes qu^ xlans la jpremiire ffsnit 4t MUm^ 
vmU i«mplis8ent les Kgnes 6 \ 12 de la {lage 175^ Befm ctmipK 
ttoend oaonecritique,' nous aurons q dc ces fbrmulcs> carreapeadMR 

auz q valairs remarquables; additionnons-les, il vieodra : 

qx = x«<\ + *• vT" ~ 7 + *»("r ~ V ' 

l^ous avons trouv6 d'autre part, page 175, formule (i) : 

oa tire de Ik : 

d^ii 

2/> + i = 0, 

et comme ^ et ib ne peuvent £tre n&gatifs : 

On difioirait comrae pr6c£demment les substitutions : 
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et pour chacune ()es substitiitioas 

nou0 Savons cominent les X indices se ripattissent en groupes de 
lettres se permutant circulairement. Chacun de ces groupes corr^ 
spondra d'^iHeurs k un cycle de sommets du poIyg6ne 5,. 

Pourra-t-on toujours former un polygdne 5^ satisfaisant k toutes 
ces conditions? 

Nous aurons eocore : 

P et Q 6tant deux polyndm^s homogftnes d'orJre X. 
Nous aurons encore 

(0 . A,P + B,Qz^UilU^ ... V^f. 

Cependant, si le facteur U, , j>ar exemple, 6tait critique, il 
faudrait dans le 2' mcmbre de (i) reiiq>lacer U^ par 

V, itant un polyndme hono^ne d'ordri» XJ — i. S'il itait hyper- 
critique, il faudrait remplacer Vfl par 

«t s'il ktait doubUnKot singi^w, il faqdniit tmafimatr O^ jm' 
V\ htznt un polyndme honu^&ne d'ocdct ^-•flu ■» 



De combien d'ind&termia6es disposoos-nous ? 

i^ Des 2^ + 2 coefficieDts de P et de Q. 

2^ Des q constantes A^. 

3^ Des coefficients des polyndmes C/^ et U]. 

Ces coefficients sont au nombre de \ + i pour un polyn6me 
Ui , de \ pour un polyndme Ul simplement singulier^ de \ — i 
pour un polyndme U'^ doublement singulier. 

Le nombre total est done 

l(\+i)-2 = 2;\ + N-2, 

en appelant N le nombre total des facteurs. 
Nous avons done en tout 

N + i-k + q + Xh 

ind^termin&es. 

D'autre part, nous avons q Equations (i) qui Equivalent i 
qi'k + i) conditions, de sorte qu'il reste 

N + 2'k — q'k + X\ 

paramitres arbitraires. 

En vertu de TEquation 

2;\ = (^- 2)^ + 2 

ce nombre se r&duit k N + 2. 

Si done les 6quations (i) sont distinaes, le probl&me comporte 
une (N + 2)P*' infinite de solutions. 

Mais d'une solution on pent en d&duire une (N+ 2)p^* infinite 
d'autres. On peut, en effet, sans cesser de satisfaire aux Equa- 
tions (i) : 

i^ changer Xf et XJ 

en aXf et pXJ; 
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2° changer t7, , t/, , . . . , Ug, Aj, 
en (x,t7,, |A,t7,, , • . il^Uj^, A^l^IilII . . . |A«f. 

Nous n'avons done qu'un nombre fini de solutions essentielle- 
ment distinaes. Nous en aurions un nombre infini si les Equations 
(i) n'6taient pas distinctes; mais cela ne se peut pas> puisqu'on ne 
pent assembler les polygdnes 

que d'un nombre fini de maniires. 

Nous arrivons done h la m£me conelusion que plus haut: II y 
a toujours des polygdnes S^ et il n'y en a jamais qu*un nombre fini. 

Le polyg&ne V^. 

Nous vepons de voir eomment on pourrait eonstruire le poly- 
g6ne fuebsien R^ ; et eomment il existait un polygdne S^ correspon- 
dant 4 ehacun des nccuds tant dieritiques que monoeritiques. 

Soit G le groupe fuehsien engendri par tt^\ soit g le groupe 
fuehsien engendr6 par 5^. Le groupe g sera un sous-groupe de G; 
e'est un sous-groupe < d'indiee > >, puisque la surface (non-eucli- 
dienne) de S^ est egale \ \ fois celle de ^q. 

A ehaeun des noeuds eorrespondra ainsi un sous-groupe g. Soit 
r le groupe formi des substitutions eommunes \ tous les sous 
groupes g. 

Je dis que F sera un groupe fuehsien, e'est-i-dire que T sera 
un sous groupe d'indiee fini de G. 

Nous avons pos6 plus haut 

et nous avons vu que F(^) devait toe OM 



daDs le cas d'un nceud dicritique et de 



(xy 



daosie cas d'un oceud monocritique. 

Soit aloTS k le Dombre lies occujs et sou : 



Z.. Z,, 



■ -Z, 



les diverses fonctions Z relatives i ces divers nceuds. 

Tous les Z, seroni fonctions fucbslennes de K; et f (C) 
foDCtion raciotinelle de chacun des Z,. 

A chaque vateur de /-'(O correspondra par cons^uent un 
fini de valcurs de Z, , un nombre fini de valeurs de Z,, . . 
oombre fiai de valeurs de Z^. 

A chaque valeur de F(K) (pa, ce qui revient au mfime, i chaque 
point do poIyg6ne S„) correspondra done un nombre fini de systimes 
de valeurs des Z,. Soit \ ce nombre fini. Solent alors J?,, J?, , ... 
les ditT^reots polyg6nes fuchsiens congruents i R^. Soil M^ ua poial 
de R^ ; soient M,, M,, ... les points correspoadants de ^, , R, 

A cbacuii des points M, correspondra un systime de valeuc* 
des Z,. Soient alors 



(S) 



K. M,. 



. A/a_, 



corral 




A points Af, correspondant k A syst^mcs difftrents de valeurs de Z. 
Alors si Ton consider.' un autre point M,, ce point correspondra au 
mfime systime de vaLurs que I'uo des points (j), puisque le 
total des sysi6aies dc .aleurs est 6gal i A. 

Nous dirons que ieux points M, sont ^uivalects s'ils 
spondent k un mfime .ystferae de valeurs des Z, et que deux poly- 
gones R^ sont ^quivaknts si les points M, correspond an Is soot Equi- 
valents. 

Les substitutions du groupe r sont alors pricisiment celles qt 
changent les polyg6nes R, en des polygdnes Equivalents. 

On voit que r est un sous-groupe de G d'indice A. 
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Le polyg6ne F^ qui engendrera r, se composcra de Tagrigation 
de A polygdnes JR^ et sa surface (non euclidienne) sera A fob celle 
de R^. 

Deux hypothises sont possibles: 

Ou biec le polygdne F^ est de genre z6ro} alors il existe une 

foQCtioQ fuchsienne ^, telle que tous les Z, ct — soient des fonc- 

tions ratioonelles de ^. 

Ou bleu 1« polygdne F^ sera tie genre plus grand que ztto, et 
il y aura deux fonctions ^ et if), li&es par une relation alg^brique et 

telles que les Z^ et — soient fonctions rationnelles de ^ et de if). 



? 



Paris, 7 mai 1897. 
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UN TEOREMA SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE 
CON INFINITE TRASFORMAZIONI PROIETTIVE IN Sfi, 



Nota di Qino Fano, id Roma. 



AdaaasM dtl 9 oMiggio 1897. 



I. Nella mia Nota : Sulle super ficie algtbriche can un gruppo 
coniinuo transitivo di trasformaT^ioni proiettive in si (*) h dimostrato 
fra altri. (benchi non vi sia esplicitatnente eaunciato) il teorema se- 
guente : Ogni superficie algebrica con un gruppo continuo primitivo di 
trasformaiioni proiettive in sh si pud riferire biraT^ionalmente ad un 
piano in modo che a quel gruppo di trasforma:i^%oni proiettive su di tssa 
corrispondano trasformaT^ioni anche proiettive di questo piano [e precisa- 
meote Tintero gruppo proiettivo oo', oppure un gruppo oo^ o oo^ 
COD una (sola) retta fissa]. — lo mi propongo ora di precisare meglio 
questo risultato (**), determinando eSettivamente quali siano le su- 
perficie algebriche ^ di una spa^io qualunque, che ammettono un gruppo 
cost fatto di tra5forma:^ioni proiettive. 

La questione equivale, come ognun vedc, a quest' altra : 
Quali sono i sisttmi lineari T di curve piane algebriche di un 



(•) Questi Rendiconti, vol. X, pag. 1 e seg.; cfr. in particolare n** 2. 
{**) II che non iraportava fare nella mia Nota citata; ma mi riesclr^ utile 
in seguito, per analoghe ricerche sqlle varietii a tre dimension!. 
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dato ordifu qualunqut it, che vengono frasformati in si dalVintero 
gruppo proiettivo oc^ del piano, oppure da un gruppo proitltivo oo^ o 
00^ con una sola retta fissa (in particolare dal gruppo delle affinith 
o delle affinith equivalenti) ? Le due question! coincidono, perchi, da 
un lato^ ogni superficie ^ si pu6 rappresentare sul piano in modo 
che alle sue sezioni iperpiane corrispondano le curve di un sistenu 
lineare F; e, d'altra parte, ogni sistema lineare cosl £itto pu6 essere 
assunto come rappresentativo di una superficie 4>. — (Si osservi che 
un sistema lineare V h necessariameme semplice, vale a dire quelle 
curve di csso che passano per un punto generico del piano non con- 
tengono di conseguenza nessun altro punto variabile col primo : ci6 
perchft i tre gruppi proiettivi test& considerati non trasformano in si 
nessuna in voluzione plana, e nessun fasdo di curve. Di qui si trae che 
ogni sistema T — escluso soltanto, nel caso di un gruppo oo^ o oo', 
il sistema 00° costituito dairunica retta fissa, eventualmente anche 
contata piii volte-^o h una rete omaloidica, e precisamente quella 
delle rette, oppure ha la dimensione ^ 3» e rappresenta perci6 nel 
solito senso una certa superficie). 

Evidentemente, il sistema lineare [di dimensione -7 if (if + 3)] di 

tutte le. curve plane algebriche di un dato ordine qualunque if ft un 
sistema T; esso rappresenta una ben nota superficie di ordine it* 
dello spazio 5, 1^ quale sar^ quindi una superficie 4>(*). Ma 

vi saranno altre superficie 4>? Noi dimostreremo di no, e avremo 
quindi il teorema : 

Le sole superficie {algebriche) di uno spas^io qualunque, le quali 
ammeitono un gruppo continuo primitivo di trasforma:(ioni proieitive 
in si (ossia un gruppo il quale non lasci fisso su di esse alcun si- 
stema 00' di curve), sono le superficie di ordine n* appartenenii a uno 
spazio 5, cbe si possono rappresentare sul piano in modo cbe 



(•) Per » 8= a si avrebbe la co$» detta suptrficig ii y§ronis§(F\ di 5,) 
(cfr. Veronese: La supgrfieU omahide normaU iil quarto ordine^.; Menu Ace 
dd Lincei, ser. 3% vol. XIX, 1883-84; Segre: C<msid$raxi<mi intomo alia geo- 
wtetria delli coukbi di un piano...; Atti Ace di Torino, vol. XX, 188$). Per 
»ss 3, cfr. Del Pezzo: Suite sup$rficie delt'n9 ordine... (quest! Rend., vol. I). 
Qirc. f40t$m.f %. XI, parte i*.— Sumpato il 6 a^sto 18^7. xj 
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curve algebricbt I 



alle hro st^ioni iptrptane corrispondano h oo^ 
di ordint n (•). 

Owero aoche : Vn gruppo conlinm primitivo ( oo\ co* o <xf) 
di omografit plant non trasforma in si ntssun sistema lintart dt curve 
algtbriche di un dato ordine n, aU'infuori dd sisttma di diinensiont 
~n{n + j) di tutte It curvt piant aventi quist'ordini (e, nel caso 
di un gruppo 00*^ o oo*, del sistemi tbrmaii da tutte ie curve di ua 
ordine k <^it, alle quali si sia aggiunta, come compotiente fissa, la 
retta invanante comata m — J volte). 

Un terzo enunciato, equivalenie a quest! due, sarebbe U se- 
guenie : 

St ad una eurva piana di un dato ordine n si,applkano tutlt It 
( Co', (»* o oc') Irasforma^ioni di un gruppo primitivo di omegra/it 
piant, si ha un'itifinilh dt curve di qutUo sttsso ordine, la quale 
apparlitnt al sistema lintart di dimtnsiont yi)(» + j) di tutte le curve 
piant di ordine n (non ^ contenuta, cioi, in nessun sistema lineare 
di i:tli curve dt dimenslone inferiure)— purchi soltaoto, nel caso di 
un gruppo 00* o oo', la retta invariante non sia parte della curvi 
considerata. 

2. Questo teorema suUe curve plane e sui sistemi linear! di tali 
curve i analogo ad aliro, gii noto ("), sui gruppi di elementi di una 
forma fondamcntale di prima specie : Se ad un gruppo qualunque di 
titmtnti di una forma semplice si appliiano It oo' trasforma:^ioni del 
gruppo proitttivo suVa forma sfessa, owtro ancht quelle di un sotto-' 
gruppo oo' di un soiiogruppo ■»' paraholico del gruppo medenmtf 
(purchi I'elemcnto unito fisso di questo sottogruppo non sia uno 
degli n prima consideraii), si ha un'infinil'a dt gruppi di n elemtnti, 
la quale appariient all'involu^ione comphta !l suUa forma stessa. 



• 
I 

I 




(•) Per il Ciso del gruppo oo' quc«o stcs5o ti-orema fu gli counciatQ (m» 
□on ilimoslrato) dal sig. Lie (aTbtorit ier Tramferwalhitsgrupp«n», vol. Ill, 
pag. 786), il qujie lo ripont) da un manoscritio incdiio di;l sig. Study (cfr, I, c}> 

(**) £ die ii poirubbe aochc dimostnre facilmcme, al pari dt queattv P" 



ia4uiion>: compkia. 
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Ovvero anche ; Le sole invoJu^^iant P, sopra una forma di prima 
specie (ossia sopra un enle rationale qualunque), Je quali vengano /ra- 
fjormale in se daWinuro gruppo prointivo oo', o anche da un gruppo 
oo' o oo' paraboHco suUa forma stessa {suWentt ra^^ionale), sona I'in- 
volu^ione compUta di dimtnsione r ^n, e (nel caso ill ua gruppo 
oo' o oo') /( invo'iu:^ioni ancht complete I", , alle quali si sia aggiattto 
eomt eUmento jisso I'unico elemenlo unito conlato n — r volte. 

E infioe (tnuaciato analogo al primo del n" i) : Le sole curve 
algebriche (•) apparltnmti ad una i/i/i^ri) qualunque 5,, le quali am- 
nirttono oo' o oo' Irasjorma^ioni proieltive, o anche soltanto un gruppo 
oo' piraboJico di tali trasformaz'oni, sono It curve ra^ionali normali 
di ordint n di quesio stesso spai^io. 

Sotto quest' ultima forma il teorema i stato dato dal sig. Lie (*•) 
per il caso di un gruppo proiettivo almeno oo'; nel caso del gruppo 
parabolico oo' esso i nolo per rt=:2 e « =: 3 C***)i ^ S' dimostre- 
rebbe analogamente per « qualunque. 

Di quest! teoremi noi ci varremo ora per dimostrare quelH enun- 
ciaii al n° i; e possiamo proporiii in particolare di dimostrare ad 
«. il secondo dei trc enunciati. Basteri limitarci al caso del gruppo 
proiettivo 00', perchi questo entra come sottogruppo in [utti gli altri; 
siech^ il teorema, dimoiitralo vero in questo caso, \o suk a fortiori 
per i gruppi 00' e 00*. 

Si abbia dunque in un piano un sistema lineare 00* (T) di curve 
algebriche di ordioe n, il quale venga trastbrmato in si dal gruppo 
proiettivo speciale «' (G) coo una retta invariante r; retta che sup- 
poniamo non essere componente (issa di tutte le curve del sistema. 
Tali curve segheranno sopra r un'involuzione di ordine w, che 
dovr^ essere trasfonnata in sh da tutte le x* proieniviti subordt- 



(*) L'a'gebriciti della cutva non 4 nemmcno ipotesi necessaria perchi il 
I suMitu (o, per dir meglio, ^c curve soddiifacemi al leorenu sono gti 
algebriche), Pec gruppo m' parabolico deve allora iDCendersi 
quello che, nello spazio 5',, ha un solo punto unito fisso (n -j- I)?'" 

- ("J Op cit,, vol, Ur, pag. 187; pet » = } e n = a cfr. anche Klein-Lie: 
CompL Rend,, vol, LXX, 1870; Math, Ann,, vol. IV. 

(•••) Klein-lie, 1, c. Vedi anche Pitta re Hi; Anntli di M«., ser. a*, 
t, XXII. 
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nate da G sopra r stessa. Quest'involuzione sari pcrci6 di dimen- 
done n; e per un gruppo qualunque di essa passeranno nocora in(i- 
□ite curve del sislcma V. Ci6 si vede sublto, appiicando a una curva 
qualunque del sistema le diverse omologie di asse r contenute' in 
G (e queste sono precisamente le oo' omologie speciali di asse 
r), — Nel sistema lineare T (che avri una dimensione ^ fi+i) vi 
saranno dunque certo delle curve riducibili composte della retta r 
e di una parte residua di ordinc n — i: lali curve residue fonne- 
ranno (per n >■ i) un sistema lineare T' di dimensione k — n — i 
(perchfi I'invoiuzione segata da F sopra r h d\ dimensione fi), il 
quale venk pure trasformato in st dal gruppo G. — Dico ora che la 
curva generica di questo sistema residue non potri cooteoere ancora 
r come parte fissa; vale a dire, in ahri termini, che non 4 possi- 
bile che tutte le curve del sistema V (priino considerate), le quali 
contengono come parte la retta r, la coiitengano necessariamcnte 
come linea almeno doppia. Trasformiamo infatti una curva generica 
Y di r mediante un'omologla speciatc di asse r, e sia y' la curva 
cosi onenuta (la quale incontreri r negli stessi punti dt f); oel fa- 
scio determinato da y e y' (e che 4 tutto contenuto in T) vi sari 
allora una curva comeneute r come parte. Perchi r fosse comp(>> 
nente almeno doppia di questa curva, bisognerebbe che y e Tf' aves- 
sero, nelle comuni loro intersezioni con quella retta, le stesse tan- 
genti; e ci6 si pu6 sempre evitare, prendendo il centre delt'omo 
logia considerata (sopra r, ma) fuori di queste intersezioni. — It si- 
stema r' non coDiiene dunque la r come parte tissa di ogni sua 
curva; e abbiamo percio questo primo risultato : 

Se il gruppo G considtrato trasforma in si sttsso un sisUma li- 
neare 00* di curve algebricbe di ordine n > i non contenenti la retta inva- 
riante r conn parte fissa, esso deve anche trasformare in si un sistema 
lineare di curve di ordine n — i non contenenti del pari la r come 
parte fissa, e avente la dimtttsione k — n — i (la quale sara ^a). 

Questo secondo sistema h il residuo della retta r tispetto al 
primo. 

G6 premesso, il teorema del n° i si diinostra facilmente per 
induzione completa. Esso t vero infatti per n = i; basteri perct6 
dimostrare che, ammesso che sussisia per tutti gli ordini inferiori 
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ad un dato valore qualunque n, esso dovr& risultare verificato aoche 
per questo stesso ordine n. — Siamo dunque autorizzati a supporre 
che il sistema r' (di curve di ordine n — i, non contenenti la r 

come parte fissa) abbia la dimensioiie massima -j(n — i)(n -f 2); 
vale a dire che sia : 

* — If— l=:|(«— l)(if + 2); 

e allora sar4 pure : 

come appunto si voleva dimostrare. 

3. II teorema testi dimostrato per i sistemi lineari di curve 
piane si pa6 anche estendere facilmente a uno spazio qualunque 5^ , 
avvertendo per6 che i gruppi proiettivi analoghi a quelli da noi con* 
siderati nel piano non saranno piii i soli gruppi proiettivi primitivi. 
Gi^ per r = 5 sono anche primitivi il gruppo proiettivo 00'^ di un 
complesso lineare non speciale, il gruppo 00^ delle similitudini, e 
quello cc^ dei movimenti Eudidei o anche non Euclidei (*); tutti 
gruppi i cui analoghi nel piano sono imprimitivi. 

(*) Lie: op. cit.y vol. Ill, pp. 139, 140, 227. 

Ripetendo lo stesso nostro ragionamento, e valendoci dei sistemi 
lineari di Variety M'_^ di 5^, come noi ci siamo valsi delle invo- 
luzioni /, in una forma di prima specie (r=2), si potrebbero dimo- 
strare, anche per induzione complcta (rispetto ad r)» i teoremi se- 
guenti : 

Se ad una varieth Af^, di uno spazio S^ si applicano tutte U 
[ oo'^'^*^ trasforma:iJoni del gruppo proiettivo di 5, medesimo, ancbe 
soUanto quelle [ oo'^'^'^] proiettivith che lasciano fisso un iperpiano ar-^ 
bitrario, oppure quelle del gruppo speciale oo'^'*'^* contenuto i«w- 
riantivamente nel precedente (purchi in questi ultimi due casi Tiper- 
piano fisso non sia parte della variety M "_, considerata), si ba un si- 
stema di infinite varieth Af^, , il quale appartiene al sistema lineare 

di dimensione ( ) r~ * ^^ '"^^^ '* varieib Af^l, di S^. 
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E quindi anche : / tre gru(>pi proitltivi Ji S, iian^i mtn^onsli 
non Irasformano in ti ntsiun sislema Uneare di varitta Af^, Ji Hf 
trdine tfnalunque n, all'infuori del sisltma iiniart di dimeniiemt 

I J — I di fulle U varitlh aventi qutst'ordint (c, net casO dl 

un gruppo con un iporpiano fisso, dei sistcmi formati da tulte le 
variety di un ordine i <[ n, alle quali si sia a^iunto qu^llo stesso 
ipcrpiano contato n — h volte). 

E infine : Lt sole varitlh aigtbriche Af, dt uno tpsx}' qualfin^, 
It quali ammtltono un gruppo conlinuo di trasforma^iom proitltivi in 
si, tale the, fistato un loro punio gcnerico, risulti suhordinato nella 
sttlla 00*"' dfllt dirr:^ioni uscfnli da quttto punta I'inttro gruppo prth 
itttivo oo'"-', sono It varitta ra^ionali di ordine n' apparltntnti 
tpa^i Sf,4f\ (^t " poisoHO rapprfstnlart sopra S, in n 

Joro sciioni iperpiant corrtsponda H sisltma lintare dt tuilt le van 
M_, di ordine n. 

Quest' ultimo leorema dice anche di pi^ del due precedentt; 
i basa ancora sopra un teorema det sig. L i e ('), in forza del 
quale ogni gruppo puntuale dl 5, che nell'intorno di un punto ge- 
nerico, imposto corac fisso, subordina I'tntero gruppo proiettivo oo'"-«, 
£ simile a uno del tre gruppi proiettivi di 5, stesso dianzi comide- 
rati; e sulla possibility di trasformare il primo gruppo net secondo, 
ove si traiti dl un gruppo birazionale, con una trasfonnazione ancb« 
birazionale, Che cii> sia possibile, fu da me dimostrato finora a^ 
solo caso di r ^ a (**); ma anclie questa dimostrazione si estendc 
faciimeate at caso di r qualunque. 



•nrt- ■ 



Honii, aprilo 1S97. 



{•) Op. cit, Vol. I, pag. 6ji. 

("J Cft. la niia Nota cit. di questi Rendkonti, vol, X, 
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QUELQUES FORMULES GfiNfeRALES 
RELATIVES AU CALCUL DES INTtGRALES DgFINIES; 
par M. Miohel Petrovitoh, i Belgrade (Serbie). 



Adunaau del S) auggio 1897. 



!• Soient f,(ii), ♦,(•«), F^(u), ♦,(•«) fonctions dc «, divclop- 
pables en series de Taylor 

I 

♦•(•«)= J <».«* 

(0 

I 

I 

convergentes pour o ^ |ff | ^ i • D^lgboos par 

\ (*> P) ^® coefficient de i dans F, (a + P i) 
/ \ 1*1 (*> P) ^® coefficient de i daAs ♦, (« + P 

\(«. P) Ja part»« rfcelle de /^,(« + P0 
ft, (a, p) la partie r^elle de ^|(a + PO 
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et nous aurons 

7; [P. («'0 - F, («-^)] = \ (cos K, sin 

-L [F, (e^O + f ,(,-^)] = X, (cos ^ sia 

(3) 

i, [♦. («<^>) -*, («-(^)*)] = pi. [cos (?-*), sin (?~ *)] 

4" K («<^-^) + ♦. («"""'^)] = I*, [cos (^ - *), sin (^ - X)]. 
Si I'on pose alors 

(4) /(O = ^1 (cos ?, sin + \(cos i, sin 

(5) 9 (0 = f*. (cos K, sin + f*. (cos ^, sin 

el si Pon y remplace ^, , ^a , p-, i (*, par leurs valeurs (3), on tiouve 

(6) /(O = S (^« sin m^ + B, cos wO 



(7) ? (0 = Z ("- sin « ? + *, cos wO. 

I 

Envisageons I'lat^grale d^finie 

[X,(cos ;i. sin 0+\(^os ^, sin 0]iVi[cos(^-*)» sio(^— x)] 

que Ton pent 6crire sous la forme 



J = f''m9(l-'')d^. 
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En d^veloppant f(;^ — x) en s6rie trigonom^trique d'apr^ la 
formule (7), on aura 



ou encore 



(9) 



t Jo 

— £ tf, sin w* / /(O cosm^.di 
+ ^b^cosmx I f (j() cos m:(^.d I 
+ 5 *« sin mx //(O sin m^. i;?;. 

Mais en vertu de la formule (6) on a 

/Mr 

fair 

et par consequent 

(12) /= J(P,sin«x + Q««M«*) 

I 

oil 
(13) 

On a ainsi l'int6grale difinie (8) divelopp6e en sine de Fou- 
ri er. Pour x = o on a 

(14) /=«£(-.>*. +*.5.). 

Rptd. Ore. U4Um.t t. XI» parte |^— Stampato il 9 a^sto 18^. }2 
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Si b^ = 0, 5, = o, on a 

(15) J^i^'^a^A^. 

I 

La fbrmule (8) devient alors 



Ces formules g^n^rales permettent de calculer un grand nombre 
d'int^grales d^finies soit en terme (ini, sott en les diveloppant en 
s^rie. 

2. On pent tirer p. ex. de la formule (16) la consequence soi* 
vante. Soient 

(17) F,(ii) = JxiH"" (^=1,2) 

I 

des foncdons diveloppables en s^rie de Taylor convergentes pour 

o ^ M ^ i; 

soit en g£n6ral \(a, P) le coefficient de t dans F^{x + f^i) ol posons 
pour abr^ger 

(18) \(cos;f, sin;c) = a,; 
d'apris la formule (16) on aura 

(19) f o.v^ = '"S!x.(«)x.(«)- 

En particulier si 

F.(«) = F,(«) 
on aura 

(ao) j^(ayd:i = ^px,Cm)]\ 
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En rempla^ant dans (17) u par xu, oix le module de x est jplus 
petit que le rayon Je convergence de la sine (17), en disignant 
par X(a, ^) le coefficient de f dans F(a 4- ^i), et en posant pour 
abriger 

Q=:\(x COS I, X sin 0, 

on aura 

(21) r(o)'d?=i^£[x('»)r*"- 

•/o 1 



Si p. ex. on a 



X(«) = ;^. 



on aura 

F(u) = e" — I, 

X(jccos;f, jc sin ;j) = ^^ sin (jc sin ^) 

et en le remplafant dans (21) on trouve 

(22) jr%««^[sin (*sin or d? = « t (^ 
ou, en changeant x en x*, 

(23) ^"«-^-^[sin (*T sin 0]V? = '^Sc^ 



' 3. Si dans la formule (i6) on fait 






on aura 
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d'ofi 

>(cos ^c, sin ^ = e**^ sin (x sin :() 

et la formule (i6) deviendra 

(24) J e^^sin(jfsinO-l^(cos?» sinO<il = w J-^^ , 

o& |x(a, P) est la partie r^elle de ^(tf). 

De la formule (16) on pent dMuire le risultat suivant: 
Etant donnie une fonction ^(0> s'annulant avec ;{; = o ef lUv^- 
loppable en sir it de Taylor convergente pour \:(\<^t9 H I'&H JUsigiu 
par |x(a, ^) /^ coejjicient de i dans ^(a + ^1), Vintlgrale dlfime 



r 



I — 2 jc cos ;f + X 

Car si Ton fait 

^. = ^, 

on aura 

xu 



>,|x(cos;(, smO^t 



F(ii) = 



I — jrn* 



d'o4 



X(cos;(, sin;() = ^ , 1 



et en le rempU^nt dans (16), on aura 



("" r . - ,»ts\ + .- "<'="<■ rinOi^=.£..«- = ,»W 



formule valable pour |x| < i. 
Ainsi, lorsque 



tf-. = ^ ^^ 
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on aura 

«(ti)=:log(t + xu) 

rv V -vy ^ I + xcos;f 

et par consequent 

V-i — i arctg — ; ^ — ^ ? = w log (jc + i). 

Si I'on avail 

_ «- 



on aurait 



fA(cos:;, sin:()=^^'*^^B(^**<^0 



et par consequent 



rx«*^sint,$in(jcsinOj r^ \ 



Pour en faire d'autres applications immidiates, posons diss (ad) 



,(.)=t-C£. 



m 
d'o6 

i7(#) = log(i +Xfl) 



jrsin 



i 



X(cos 7, sin 7) = arctg ^ ■ , ■ ■ ■ 1, 
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et Too aura 

rintigrale, done, s'exprime par la transcendante 
St dans (17) on fait 



/ N (— i)— •** 

x(«») = -^^ — ^ — » 



on aurait 



0= iiiai — 3j 

I — 2 X cos I + JT 

et en le rempla^ant dans (20), on aura 





Jo 


Vi- 


— 3XC0S 


l+^J 


^i. 


fonnule valable 


pour 


\x\ < I. 






Si I'on 


fait 
















^.= 


(-1)- 

tn 


•jT 



on trouve 



X** X sin z ^ 

"^eT+T^-Kcos?. sinO = «I 



m 



d'oii, la somme ]^<i„«" itant igale i ♦(«), Ton tire 



(26) ]=z-'Kxj' 



♦(— *)rf* 



formule giiUraU, valable pour |x| <^ i. 



aUELClUES FORMULES g£n£rALES RELATIVES, ETC. 2$^ 

Ainsi, lorsque 
on aura 

X 



♦(*)= 



I — X 



Jtsin;; 



(x(cos :j, sin t) = ^ — ■ — 5 ; 



done 



^^— ^ — larctg — ; ^^ — di = — 'Kxlog{x+ i). 

4. Supposons maintenant que les d^veloppements de F, et F, 
soient de la forme 

(27) 

I 

00 aurait alors 

(28) /(O = 2 (>*,■. sin 2 «;? + B^ cos 2 «0 

et pour I'int^grale /, d^finie par (8), on aurait ['expression 

(29) J=^(P,^sin2mx + Q^^cositnxy 
avec 

(30) 
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Pour X = o, ^^ = o, B^ = Oy on aurait 



(30 /=wZ««4 



et des formules analogues i (i6), (19)9 (20), (ai), (25)9 (26). 
On aurait aussi des formules analogues en suppcsant que 






En faisant p. ex. 



"'«•— (aw)! ' 
on aura 

f(l»)= COSXtl— I, 

t 

X(cos;^, sinO = ^^-^^ — -— sin(xcosO 
et par consequent 

En fiiisant 



on aura 

F(u) = sin X Uf 

^(cos:;, sin;{)=: cos(xcos:() 



Q.UELQ.UES FOUIULES dxkMXLES KEULTTVSS, EIC 2f^ 

et par consiqQent 



(33) jTC'^-'^^^sC'-osOKcoK. sin0i?=2-t^-ig^ 



5. Je signalerai id comment les fonnoles prtc&ientes peiiae a eat 
de divelopper en series les int^iles de li £anne 



/=J"/(0?a-x)i^ 



et 



/=y*/(o?(o^^. 



lorsque 9(^ est une fonction miromorphe doublement pinodiqoe^ 
ayant une p^riode ^gile i 2 7, ou une fonaion auxHiaire, /(^ 
itant une fonction diveloppable en s6rie de Fourier 

I 

pour les valeurs de :^ comprises entre o et 27. 

En rempla^ant success! vement f (^ p. ex. par les IbiKtioBS 
auxiliaires 

«.(0 = aJC- I)— /^^'^cos«^ 



6,(0— I = 22[^cos*»? 

I 

(oil X est une quantity imaginaire h, partte r6elle Q^ative)» on aura 
les formules 

(34) f "/(O0/:(-J^y^=2£(-i)--*/^^ V. sin m^+«. cos «0 

•'o I 

(35) /""/(O®. (O-i^ = 2 S:(- I)-' /^^'B, 

iS^. Circ. Maiem.f t XI, parte iS—Sumpato il 6 djccmbre 1897. )} 



Aj8 M. PBTtOVITCH. 

(36) r"/(0[«,(?-')-lM? = 22;«^H^.»>«»'"« + «-CO8lllx) 
Jo I 

(37) rmiMO - i]^;: = ai««B.. 

En rempla^ant f (;^ par la fonction 

mm mr ^Q ^3MK 

^ log 9. (0 — — «« -|- = a Z 7Tr?=r **° "» ^ 
on aura les formules 

(38) jr*7(o[i> log e.(? - X) - -^ cot i^] i^ 

= ^Z; ;5ia(^« cos mxH-B^ sin wx), 



7«r 



(39) jr"/(0[^l0ge.(0- f cot^]j? = aij^ 

Soit maintenant F(0 une fonaion mte)morphe doublement 
periodique \ piriode a iv, n' ay ant que des p61es simples oCi , a,, ... o^. 
On aura alors 

F(O=H+|:if,xnoge.(^-«0 

1 . ' 

oil i7 et les jBT^^ sont des constantes. Envisageons I'intigrale 
On aura 



Mais comme I'on a 



J^nodK = 



dl^BtdttES toRMliLES GBNfiRALBS RELATIVES, BTC. I59 

(puisque le d^veloppement trigonom^trique de f(^ ne condent pas 
le terme absolu), on aura, d'apris la formule (38), 

I im „ Ami 

7 = 2^2! I _ t^y (^m COS ina^ — B.sinma*) 

et Ton aurait facilement des diveloppements analogues dans les cas 
oh F(;^) aurait des pdles multiples. 

Je signale le principe des d^veloppements pr6c6dents, permettant 
d'obtenir un grand nombre d'int^grales d^finies en termes finis ou 
sous la forme des series. 



Belgrade, 6 avril 1897. 



Michel Pbtrovitch. 



m M I ^^a^^^mmtt 
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SULLE CLASSI BEN ORDINATE 

Nou di C. Burali-Forti, in Torino. 



Adoiuau d«l 14 novembr« 1897. 



Nell a mia Nota Una quesHom sui nutneri transfiniti (*), ho detto essere, se» 
condo il sig. G. Cantor, u uoa classe hen ordinata, quando sodisfa alle due 
seguenti condizioni: 

(a) Esiste in u un primo elemento. 

(b) Ogni elemento di u che ha dei seguenti ha I'imtnediatamente seguente. 
In un recentc articolo (**), e come ho poi verificato anche nel volume 2X 

(a pag. 548) dei Math. Ann., il sig. Cantor per deHnire la classe ben ordinate 
aggiunge alle condizioni (a) e (b) la seguente: 

(c) Essendo u^ una classe contenuta in ti e tale che esistano in u element! 
superiori a qualche u, , allora esiste un elemento a di ti tale che element! infe* 
riori ad a e superiori a qualche u^ non esistono. 

Ho creduto utile indicare esplicitamente questa mia involontaria omissione, 
sebbene io non abbia fatto uso n^ della classe bene ordinata dednita dal signor 
Cantor, nb della classe ordinata che sodisfa alle condizioni (a), (^); ma sola- 
mente della classe che io ho chiamata perJettamcnU ordinata che oltre sodisfare 
alle condizioni (a), {b) k anche tale che: 

(^) Qualunque sia Telemento x di u si ha che: o x non ha Tinmiediata* 
mente precedente; o esiste un precedente y di x, non avcnte I'immediatamente 
precedentc, tale che gli u comprcsi ha x c y sono in numero finito. 

Risulta facilmente che ogni classe ben ordinata e anche perfettamente ordi- 
nata, ma non viceversa. li lettore pu6 verificare quali prop, della mia Nota era 
citata sono verificate anche per le classi ben ordinate. 

Torino, ottobre 1897. 

« 

C. BURALI-FORTI. 

(*) Q.oeiti R«adiconti, tomo XI, pp. 1 $4-164. 

(**) Beittig« sur BegrOnduog der tiansfiaiten M«ngenlebr«. (Zweiter Artikel).-- Mtth. Ana. Bd. 49, 
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2718. Ala. 

RUBINI (Raffaele). Sulla divisione di una funzlone intera per un'altra. [G. B., 
V. IV, pp. 38.44 (1866)]. 

2719. Ala. 

JADAKZA (Nicodemo). Sulle progression! a due e a tre differenze^ [G. B., v. VI, 
pp. 375-379 (1868); V. VII, pp. 17-23 (1869)]. 

2720. Ala, II. 

VECCHIO (Angelo). Sulle proporzioni e progression!. [G. B., v. VII, pp. 43-49 
(1869)1. 

272T. Ala. 
JADANZA (Nicodemo). Sulle progression!. [G. B., v. VII, pp. 1 17-130 (1869)]. 

(*) II Uvoro di spoflio t di cUttificasioM di qnttta raeeolu k dovmo §1 yn§. G. Tav*lli 
pci Totami I-X ed al prof. F. Gtrbaldipti Tolaaii XI- XXVU. 

fymL arc MaUm.t t. XI» parte a*.— Sumpato Tii gennajo 1897, 
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2722. Ala, I la b. 

SARDI (Giro). Sulle progressiooi per diffcrenza. [G, B., v. XI, pp. 123-152 

(1873)]. 

2723. Ala, H12a. 

RETALI (Virginio). Sulle progressiooi geoxnetriclic d'ordine supcriore. [G, B,^ 
V. XI, pp. 349-356 (1873)]. 

2724. Ala. 

BONOLIS (Alfonso). Sulle progressioni di ordine superiore. [G, B., v. XII, 
pp. 179-192, 2} 1-249 (1874)]. 

2725. Ala. 

LONGCHAMPS (Gohicrre dc). Des fractions ^ag^es. [G. B., r. XV, pp. 299- 
328 (1877)]. 

2726. Ala. 

RONCHETTI (Ferdinando). Saggio di aritmetica dei titoli di credito. [G. B^ 
V. XXIV, pp. 242^69 (1886)]. 

2727. Ala. 

RONCHETTI (Ferdinando). Calcoto del valore, al netto, di titoli soggctti a 
tassa di circolazione e dritto di provvigione, come le obbligazioni ferroviarie. 
[G. B., V. XVI, pp. 133-154 (i888)]. 

2728. Alb. 

REALIS (Savino), BOURGUET (L.). Qucstione e soluzione. [G. A, v. IX, 
pag. 210 (1871); V. XIV, pp. 151-152 (1876)]. 

2729. Alb. 

VALERIANI (Valeriano). Nuova dimostrazione d*un*iinportante formolt algebrica. 
[G. B^ V. XII, pp. 208-2x2 (1874)]. 

2730. Alb. 

TIRELLI (Francesco). Alcune propriety dei coefHcienti binomiali. [G. B., v. XIV, 
pp. 318-320 (1876)]. 

2731. Alb. 

DAINELLI (Ugo). Teoremi sulla somma di tre quadrati interi. [G. B., v. XV, 
pp. 378.380 (1877)). 

2732. A 1 b, B 6. 

CAPELU (Alfredo). Alcune fortnule numeriche in relazione alia teoria delle 
operaziooi di polare. [G. B., v. XXI, pp. 343-354 (1883)]. 



2733. Alb. 
VBRDE (F.)» BOSI (Lulg^. Quistlone 65 e iofaEkme. [tf. B., v. XXV, pag. 30, 
379.380 (1887)]. 

Alb. iFidi nO 2896). 

27)4. Ala 
TARDY (Placido). Sopra alcune formole relative ai coefficient! binomiali [G. S., 
V. Ill, 1-3 (1865)]. 

2735. Ale, Gla 

D*OVIDIO (Errico). Nuova dtmostrazione di una formola di Abel. [G. £., 
V. VI, 37-45 (i868)l. 

2736. Ale, D 2b. 

JANNI (Vincenzo). Sulla scrie binomiale. [G, B., v. XII, pp. 229-230, 312 (1874)]. 

2737. Ale, J 1. 

GERBALDI (Francesco). Nota sopra alcune applicaxioni di una formola combi- 
natoria. [G. B„ v. XVIII, pp. 308-316 (1880)]. 

2738. A 2 a. 

VALERIANI (Valeriano). Sistema generate di n equazioni linear! fra n incognite. 
[G. A, V. IX, 371-376 (1871)]. 

2739. A 2 a. 

BONOLIS (Alfonso). Risoluzione di 2 n equazioni con 2 n incognite che si pre- 
sentano in alcune question! di raeccanica applicata alle costrazloni. [G. B,^ 
Y. XI, pp. 3S.41 (1873)]- 

2740. A 2 b, A 3 k, K 20. 

CERRUTI (Valentino). So!uxione del problem! prcfpdstf neg?i esami di licenza 
* per i Licei e gli Istitoti tecniei del regno. [G. B., ▼. XIII, pp. 337-343 (1875)]. 

2741. A d. 

REALIS (Savino). Sulla forma delle funzioni razionali della radicc d*ifda equa- 
zione atgebrlcji. [G. B^ v. IX, pp. S06-210 (1871)], 

A 3. (Vidi nO 2867). 

2742. A 3 a QL 

POSCOLO (Giorgio). Sulla necessarfa esistenza di una radice reale o immagi- 
naria in ogn! equazione algcbrica. [G, £., v. II, pp. 13-16 (1864)]. 

2743. A 3 a «. 

VALERIANI (Vsltrlano). Ogaf equtaione del gnk W ^^ B^ 

V. XIII, pp. 35-46(1875)]. ^ 
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2744. A 3 b, J 1 a 

TORELLI (Gabriele). Sul!e funzioni simmetriche complete. [G.B.^ v. V, pp. iio- 
120 (1867)]. 

2745. A 3 b. 

BOMOLIS (Alfonso). Alcune formole ricavate da quelle di Newton pel cal- 
coIo delle funzioni simmetriche semplici delle radici d'un*equazione. [G. £.» 
V. XI, pp. 321-330 (1873)]. 

2746. A 3 b. 

CROCCHI (Leopoldo). Una relazione fra le funzioni simmetriche semplici e le 
funzioni simmetriche complete. [G. B., v. XVIII, pp. 377-380 (1880)]. 

2747. A 3 b. 

CROCCHI (Leopoldo). Sopra la corrispondenza tra i coefficienti di un'equazione 
algebrica e le funzioni simmetriche complete. [G. £., v. XX, pp. 301-320 
(1882)]. 

2748. A 3 b, I U b. 

CESARO (Ernesto), TAVANI (Decio). Quistione 44 e soluzione. [G. B., v. XXII, 
pag. 16 (1884); V. XXIII, pp. 233-234 (i88s)J. 

2749. A 3 b. 

JANNI (Vincenzo). Sviluppo di una funzione simmetrica mcdiante le somme 
delle potenze simili. [G. B., v. XXIII, pp. 34-36 (1885)]. 

2750. A 3 b, J 1 a 

STASSANO (Pietro). SuIIc funzioni isobarichc. [G. A, v. XXIV, pp. 57-93 
(1886)]. 

2751. A 3o, B 3 a. 

TRUDI (Nicola). Sul processo del massimo comun divisore fra due funzioni in- 
tere di una variabile. [G. B., v. II, pp. 21*26 (1864)]. 

27$2. A 3 cL 
TRUDI (Nicola). Una dimostrazione del teorema di Sturm. [G. B., v. I, 
pp. S9-63 (1863)]. 

2753. A 3cL 

JANNI (Vincenzo). Nota sulla risoluzione delle equazioni numeriche. [G, £., 
V. V, pp. 182-183 (1867)]. 

2754. A 3 d. 

ZINNA (Alfonso). Sulla separazione [delle radici delle equazioni numeriche. 
[G. B., V. VI, pp. 344-3 $6 (1868)]^ 
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2755. A 3 d. 

REALIS (Savino). Sulle radici reaU contcnute fra dati limiti. [G. B., v. IX, 

pp. 355-357 (1871)]. 

2756. A 3 g. 

GENOCCI (Angelo). Intorno al metodo d*approssimazione di Newton. \G, B.^ 
V. II, pp. 27-29 (1864)]. 

2757. A 3 g. 

JANNI (Giuseppe). Metodo per calcolare con approssimazioni successive ccrte le 
radici reali dell'equazioni algebriche. [G. B., v. VIII, pp. 157-160 (1870)]. 

2758. A3i 

REGIS (Domenico). Sol numero delle radici rcali che pu6 avcre Tequazione 
x*— ^jc-}-^ = o. [G. B., V. VIII, pp. 226-228 (1870)]. 

2759. A 3 L 

CROCCHI (Leopo!do), CAPORALI (Ettore). Q.uestione 13 e soluzione. [G. B., 
V. X, pag. 361 (1872); V. XI, pp. X 16-120 (1873)]. 

2760. A 3 i, D 6 o «. 

AMANZIO (Domenico). Risoluzione per serie delle equazioni quadrinomie della 
forma 

^x*-+« + Bx'^ + Cjc"-t- D = o. 

[G. B., V. XIV, pp. 153-1791 30^317 (1876)]. 

2761. A 3 L 

GATTI (Stefano). Sulle equazioni a radici equidiflerentL [G. B., v. XV, pp. 28- 

33 (1877)]. 

2762. A 3 L 

VIAGGI (Francesco). Sutle equazioni a radici equidifferentu [G. B., v. XV, 
pp. 376-377 (»877)1. 

2763. A 3 i QL 

RUBINI (RafEaele). Intorno alle equazioni binomie. [G. B., v. V, pp. 184-189 
(1867)]. 

2764. A3ia, 14, 17a. 

TRUDI (NicoIa> Intorno alle equazioni binomie. [G. B., v. X, pp. 241-278 (1872)). 

2765. A3ia, 13. 

VIVANTI (Giulio). Un problema d'algebra. [G. B., v. XXVII, pp. 229-232 
(1889)]. 



2766. A 3 k. 

MATTHIESSEN (Louis). Resolution nouvelle de I'^quation du quatri^rae degr*. 
[G. B,, V. V, pp. 234.235 (1867)]. 

2767. A 3 k. 

AMAKZIO (Domenico). Risoluzione dell'equazione di 3° grado. \G. B.^ v. XII, 
pp. 89^2 (X874)]. 

2768. A 3 k. 

VALERIANI (Valeriano). So!uzione analitica delle equazioni biquadratiche com- 
plete. [G. A, V. XIII, pp. 99-106 (1875)]. 

2769. A 3 k. 

MOLLAME (Vincenzo). Una risoluzione deU'equaxione completa di 3^ grado, e 
le radici di questa in funzionc del discriminante della cubica. [G. B., v. XVI, 

pp. 341-344 (1878)]. 

2770. A 3 k. 

JANNI (Vincenzo). Sopra una formola di A r o n h o 1 d. [G. B., v. XXI, pp. 213- 
216 (1883)]. 

A 3 k. (Ftdi n« 2740). 

2771. A 3L 

VECCHIO (Angelo). Sulle equazioni trascendenti [G. A, v. VII, pag. 42 (1869)]. 

2772. A 3 L 

VECCHIO (Angelo). Sulle equazioni trascendenti. [G. £., v. X, pp, 1 71-174 
(167*)!. 

2773. A 3 L 

FAVERO (loannes Baptista). De quaestione radicum realium cuiuslibet aequa- 
tionis numerics unias incognitae. [G, B.f ▼. XIII, pp. 249-281 (1875)]. 

2774. A 4. 

JANNI (Giuseppe). Esposizione della teorica della risoluzione deU'equazioni di 
Galois. [G. A, v. XII, pp. a77-a99 (1874)]. 

2775. A4d. 

FERCtOLA (Emmanuele), ARMENANTE (Angelo). Quistione $t, e soluzione. 
[G. B., V. IV, pag. 318 (1866); V. V, pp. 125.126 (1867)]. 

2776. A 4 a 

JUNG (Qiuseppe)^ ARMENANTE (Angelo). Sopra una eqaaxiont d#l)'ottavo 
grado. [G. A, v. VII, pp. 98-104 (1869)]. 
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2777. A 6 a. 

TRUDI (Nicola). Sulfa decomposizione delle funzioni fratte razionalL [G. £., 
V. II, pp. 225-242, 257-263 (1864)]. 

2778. A 6 a, D 1 b. 

TRUDI (Nicola). Sullo sviluppo delle funzioni fratte razionali (*). [G. B., v. V, 
pp. 1-20, 9yios, 257.272, 337-350 (1867)]. 

2779. B 1. 

HESSE (Otto). I determinant! elementarmente esposti. Traduzione di Vale- 
ria no Valerian!. [G. B. v. X, pp. 217-229, 325-3^2 (1872)]. 

2780. B 1 a. 

JANNI (Giuseppe). Sopra i determinant! minor! d! un dato determinante. [G. £., 
V. I, pp. 270-275 (1863)]. 

2781. Bla. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota sui determinant!. [G. A, v. IX, pp. 136-144 

(1871)]. 

2782. Bla, B 1 c. 

CALDARERA (Francesco). Su talune propriety dei determinant!, in !spec!e di 
quelli a matrici composte colla serie dei numeri (igurati. [G. £., v. IX, 
pp. 223-232 (1871)]. 

2783. Bla. 

ALBEGGIANI (Michele). Sviluppo d! un determinante ad element! binomii ed 
applicazione alle question! i^ 2% 3% 4^ pag. x88. [G. B., v. X, pp. 279-293 
(1872)]. 

' 2784. Bla. 
JANNI (Vincenzo). Dimostrazione d! alcun! teorem! su! determinant!. [G. B,f 
V. XII, pp. 142.145 (1874)]. 

2785. Bla. 

ALBEGGIANI (Michele). Sviluppo d'un determinante ad element! polinomi. 
[G. B., V. XIII, pp. X.32 (1873)]. 

2786. Bla, B 3 a. 

BONOLIS (Alfonso). Di un nuovo e semplice modo di svi'uppare ! determinant! 
d! grado qualunque, e sua applicazione alia ricerca della risultante di due 
equazion! qualsivogliano, [G. B., v. XXI, pp. 336*342 (1883)], 



(*) Mmgrk •ttrtttft 4al t. II dtgli AtU d«lU R. kceU. ii tckut fiikW t 
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2787. B 1 a. 

BAGNERA (Giuseppe). Sopra i determinanti che si possono formare cog'i stessi 
II* elemcnti. [G, A, v. XXV, pp. 228-231 (1887)]. 

B 1 a. {Fidi n° 3001). 

2788. Bib. 

SARDI (Giro). Nuova dimostrazione del proJotto di due matrici. [G. B, v. V, 
pp. 174-177 (1867)]. 

2789. Bib. 

JANNI (Vincenzo). Sul prodotto di due matrici. [G, B., v. XI, pp. 3 $7-3 $8 

(1873)1. 

2790. Bib. 

RUBINI (RaiTaele). Formole di trasformazioai nella teorica dei determinanti. 
[G. B., V. XVI, pp. 198.208, 344 (1878)1. 

2791. B la 

D'OVIDIO (Errico). Due teoremi di determinanti. [G. A, v. 1, pp. 135-139 
(1863)]. 

2792. B 1 c, J 1 c. 

TRUDI (Nicola). Intorno ad un determinante piCi geaerale di quello delle radici 
delle equazioni, ed alle funzioni omogenee complete di queste radici. [G. B., 
V. II, pp. 152-158, 180-186 (1864)]. 

27^3. Bio. 
SARDI (Giro), RAJOLA (Luigi), TORELLI (Gabriele). Quistione 39, e solu- 
zione. [G. B., v. II, pp. 256, 315*316 (1864)]. 

2794. B 1 a 

RUBINI (RafFaele). Su talune formole relative a determinanti. [G. £., v. IV, 
pp. 187-192 (1866)]. 

2795. B Ic. 

SARDI (Giro), TORELLI (Gabriele), RAJOLA (Luigi). Quistione 47, e solu- 
zioni. [G. B., v. IV, pp. 239-240, 294-297 (i866)]- 

2796. Bio. 

TORELLI (Gabriele). Teorema sui determinanti a due scale e soluzione delta 
qucstione 47. [G. A, v. IV, pp. 294-297 (x866)l. 

2797. B 1 c. 

SARDI (Giro). Un teorema sui determinanti. [G. B., v. VI, pp. 357-360 (1868)]. 
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2798. B 1 C. 

EUGENIO (Vito). Considcrazioni intorno a taluni determinant! particolari. [G, A, 
V. VIII, pp. 285-290 (1870)]. 

2799. B 1 c. 

FIORE (Vinccnzo). Dimostrazione d'una trasformazione di deterniinanti. [G. B.^ 
V. X, pag. 170 (1872)]. 

2800. B 1 a 

SIACCI (Francesco), TIRELLI (Francesco). Questione lo e soluzione. [G. B., 
V. X, pag. 360 (1872); V. XII, pp. 75-78 (1874)]. 

2801. Blc. 

ALBEGGIANI (Michele). Dimostrazione d'una formala d'analisi di F. L a c a s. 
[G. B.y V. XIII, pp. 107.112 (1875)]. 

2802. Blc. 

TIRELLI (Francesco), LANDRIANI (Antonio). Quistione j6, e soluzione. [G. B., 
V. XIII, pp. 167, 225, 356-358 (1875)]. 

2803. B 1 a 

BONOLIS (Alfonso). Sviluppi di alcuni determinanti. [G. B., v. XV, pp. 1 13-134 

(1877)]. 

2804. Blc, M' 2 a a, M< 4 a, M< 6 a, M' 4 a, M' 6, M' 6 a. 

GARBIERI (Giovanni). Nuovo tcorcma algebrico e sua speciale applicazione ad 
una maniera di studiare le curve razionali. [G. B., v. XVI, pp. 1-17, io8* 

147 (1878)]. 

2805. Blc. 

MINOZZI (Achille). Sopra un determinante. [G. B., v. XVI, pp. 148-151 (1878)]. 

2806. B 1 a 

CROCCHI (Leopoldo). Sopra le funzioni aUph ed 11 determinante di C a u c h y. 
[G. B., V. XVII, pp. 218-231, 380 (1879)]. 

28107. Blc. 
DEL RE (Alfonso). Re^azione tra due deteiminanti. [G. B., v. XIX, pp. 116-117 
(1881)]. 

2808. B 1 a 

PINCHERLE (Salvatore). Sopra una formola di ana'isi. [G. B., v. XIX, pp. 385- 
386 (i88x)]. 

2809. Blc. 

CROCCHI (Leopoldo), C E. Questione 52 e osservazione. [G. B., v. XXIII, 
pp. 33. ^32 (1885)]. 
Kmi, Ore MaUm^ X. XI, parte 2\^Stampato il 12 gennajo 1897. a 
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2810. Blc. 
CESARO (Ernesto), TAVANI (Decio). Questione 46, e soluiione. [G. B., 
V. XXIII, pp. 19, 374.376 (1885)]. 

281 T. Blc. 
MARCOLONGO (Roberto). General iszaaiooe d*tfa teorema suv detennilUliti 
[G. B., V. XXV, pp. 298.302 (1887)]. 

2812. Blc, H12a. 

RAIMONDI (R.). Un teorema sui detertninanti di differenze. [G. B*, v. XXVX^ 
pp. 185-188 (x888)]. 

2813. Bla 

LORIA (Cvlno). Nou ra utui eUsse di deteinntoantL [G. B.t v. XXVI, pp. 319^ 
333 (1888)]. 

Blc. {Vedi ni 2782, 2875, 3086, 3181). 

2814. B 1 c p. 

JANNI (Giuseppe). Teorica di determlnaiiti ^immetrici gobbi. [G. B., v. I, 
pp. 275.278 (1863)]. 

2815. Blcp. 

CREMONA (Luigi), D'OVIDIO (Errico), TORELLI (Gabriele), MOGNI (An- 
tonio). Quistioae 32, e solazioni. [G.B., v. II, pag. 62 (1864); v. Ill, pp. 5*14 
O865)]. 

28x6. Bid. 
ARMENANTE (Angelo). Sui determinaati cubici. [G. B,t v. VI, pp. 175*181 
(1868)]. 

28r7. Bid. 
PADOVA (Ernesto). Sui determinanti cubici. [G. B., v. VI, pp. i82*i89 (1868)]. 

2818. Bid. 

GARBIERI (Giovanni). Determinant! formati con elemeati di on numero qua- 
lunque d'indici. [G. A, v. XV, pp. 89-100 (1877)]. 

2819. B 2, B 10 b. 

SIACCI (Francesco), CASSANI (Pietro), ALBEGGIANI (Michele), ANONIMO. 
Q.uistioni i, 2, 3, 4, 5, e soluzioni. [G. B,, v. X, pp. 188, 239-240, 279.293, 
307.312 (1872)]- 

B 2. (Fidi n"^ 3034). 

2820. B 3 a. 

ISfi (Ernesto). MoU sulU risultaete di du« equaiioni. [G. B.^ r. VIII, pp. 1-27 
(1870)]. 
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2821. B 3 a. 

ISfe (Ernesto). Su! grado della risu'tante. [G. S., v. XI, pag. 253 (1873)]. 

2822. B 3 a. 

JANNI (Vinccnzo). Sul grado deirellminante del sistema di due equazjoni. 
[G. B., V. XII, pag. 27 (1874)]. 

2823. B 3 a, B 7 £ 

PITTARELLI (Giulio). Intorno ad un problema di elirainazione nella teoria 
analitica della cubica gobba. [G. B., v. XVII, pp. 244-259 (1879)]. 

2824. B 3 a, B 7 £ 

PASCAL (Ernesto). Sulla risultante di uQ*ennica e di una cubica (estensione di 
un metodo di Clebsch). [G. 5., v. XXV, pp. 257-280 (1887)]. 

B 3 a. (Vedi nJ 275 1, 2786, 2960). 

2825. B 3b, DGcS, DGct. 

CESARO (Ernesto). Intorno a ta^une funzioni isobariche-omogenee. [G. S., 
V. XXII, pp. 33.4s, 166 (1884)]. 

2826. B 3 d. 

ARZELA (Cesare). Sopra la teoria delPelimtnazione algebrica. [G. S., v. XV, 
pp. 62.85, IS4-I77 (1877)). 

2827. B 8 d. 

JANNI (Vincenzo). Sul teorema di S t u r m [G. A, v. XX, pp. 166-167 (1882)]. 

2828. B 3 j. 

PRATTINI (Giovanni). Risoluzione di un sistema di sei equazioni fra nove quan- 
titi. [G. A, V. XVIII, pp. 174-177 (1880)]. 

2829. B 4. 

JANNI (Giuseppe). Teorica dei contravarianti, deg!i invarianti, e dei covariantL 
[G. 5., V. I, pp. 174-182, 194-202, 240-253, 340-351 (1863); V. II, pp. 13s- 
142, 161-170, 211-223 (1864)]. 

2830. B 4. 

NOVI (Giovanni). Sugl'invarianti e 1 covarianti delle forme binarie. [G. B,^ 
V. II, pp. 306-314, ^21.530 (1864)]. 

B4. (fVii nO 3174). 

2831. B4a 

D*OVIDIO (Enrico). Sopra un teorema fondamcntale della teoria degM invarianti. 
[G. A, V. XV, pp. 187-192 (i877)J. 
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2832. B 4 d, B 4 e, B 4 f. 

PITTARELLI (Giu'io) Esercixii sul calco'o delle forme binarie. [G. B., v. XV, 

pp. 362-375 (1877)]. 

2833. B4e. 

CAPELLI (Alfredo). Sopra un punto della teoria delle forme binarie. [G, B.^ 
V. XVI, pp. 217.224 (1878)1. 

2834. B 4 e. 

PITTARELLI (Giulio). Nota sugli scorrimenti {Utberschiebungen) delle forme bi- 
narie. [G. A, V. XVI, pp. 225.233 (1878)). 

2835. B 4 e, B4£ 

PITTARELLI (Giulio). Sul significato geometrico delle Ueherschithungen nelle 
forme binarie. [G. 5., v. XVII, pp. 160.171 (1879)]. 

2836. B 4 e. 

PASCAL (Ernesto). Su di un tcorema sul calcolo simbolico nella teoria delle 
forme binarie.— Aggiunte. {G. A, v. XXVI, pp. 33.38; 102.107 (1888)]. 

2837. B 4 e, B 7 a, B 7 b. 

MOLLO (Cesare). Sulle forme binarie. [G. 5., v. XXVII, pp. 327.333 (1889)]. 

-2838. B 4 f, BIO, K7e, B 7 a, B7b, B7f, M>2aa. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme binarie dei primi quattro gradi. [G. S., 
V. II, pp. 170.179, 193.202, 243.253, 340-35x(x864);v. Ill, pp. 24-31, 51.59, 
218.227 (1865)]. 

2839. B4f, M<2a«. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme binarie di grado qualunque. [G. B.^ 
y. IX, pp. 1.18, 76.86 (1871)]. 

2840. B 4 £ 

CASSANI (Pielro). Studio intorno alle forme binarie. [G. A, v. X, pp. 230-234 
(187a)]. 

2841. B 4 f, B7o. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota sulla quintica binaria. [G. 5., v. XIV, pp. 54.65 
(1876)]. 

B4£ (V'tdi ni 2832, 2835, 2848, 2850, 3070). 

2842. B 4 h. 

CAPELLI (Alfredo). Sopra la corrispondenza (2,2) ossia la forma /(*, y) ed 
I suol invarianti e covarianti relativi a due trasformazioni lineari indipen- 
denti delle variabili. \G. B., v. XVII, pp. 69.148 (1879)]. 
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2843. B 4 h, B 8. 

CAPELLI (Alfredo). Sopra le forme algebriche ternarie a piCi seric di variabili. 
[G. 5., V. XVIII, pp. 17-33 (x88o)]. 

2844. B 4 h. 

PEANO (Giuseppe). Formazioni invariantive delle corrispondenze. [G. A, v, XX, 
pp. 79-100 (1882)]. 

B 4 h. (Fedi n? 2995). 

B 6. (F$di n*> 2732). 

B 7 a. (F$di ni 2837, 2838, 31 13, 31 14). 

2845. B 7 b. 

BRIOSCHI (Francesco). SuIIe propriety di una forma biquadratica. [G, B,^ ▼. XXII, 
pp. 130-132 (1884)]. 

B 7 b. (fVii ni 2837, 2838). 

B 7 a (Vidi n*> 2841). 

2846. B 7 £ 

BERTINI (Eugenio). Sistema simultaneo di due forme biquadratiche binarie. 
[G. B., V. XIV, pp. 1-13 (1876)]. 

2847. B 7 f. 

GERBALDI (Francesco). Sul sistema simultaneo di due forme cubiche binarie, 
[G. A, V. XVII, pp. 373-380 (1879)]- 

2848. B 7 f, B4f. 

TORELLI (Gabriele). Teoremi sulle forme binarie cubiche, e loro applicazione 
geometrica. [G, A, v. XXIV, pp. 270-279 (i886)J. 

B 7£ (y$di ni 2823, 2824, a^S^, 3ii3» 3i94. 3238, 3^39)- 

2849. B 8. 

BRIOSCHI (Francesco). Sopra una propriety delle forme ternarie. [G. ^., t. I, 
pp. 65-67 (1863)]. 

2850. B 8, B 4 £ 

BATTAGLIKI (Giuseppe). SuIIe forme ternarie di grado qualunque, [G. B,f 
V. IX, pp. 152-169, 193-205 (1871)]. 

2851. B8. 

BERNARDI (Giuseppe). Sopra le proprietii general! degrinvaiianti e dd cova* 
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rianti di una e di pih forme ternarie. [G, B,, v. XIX, pp. 136-150, 258-297 
(i88x)J. 

B 8. iy$di nO 2843). 

B 8 i^ (FiH n<> 2854). 

285 2. B 8 b. 

JANNI (Vincenzo). Decomposizione di un'equayiono di 4^ grado fra due varia- 
bili in due faltori razionali di 2^. [G^B., v. VII, pag. 28 (1869)]. 

2855. B 8 b, M'61. 
MAISANO (Giovanni). Sistemi completi dei prirai cinque gradi del la forma ter- 
naria biquadratici e degli invariant!, covarianti e controvarianti di sesto 
grado, [Gf B., v. XIX, pp. 198.236 (1881)], 

2854. B 8 d, B 8 a. 

GERBALDI (Francesco). Sulla forma Jacobiaua di tre forme ternarie. [G. S., 
V. XXVII, pp. 33-39(1889)].. 

2855. B9d. 

CAPELLI (Alfredo). Sul numero dei covarianti di dato grado per forme di qual- 
sivoglia specie* [G. 5., v. XX, pp. 287-300 (1882)]. 

B 10. (Vedi n<> 2838). 

2856. B 10 m 

BRIOSCHI (Francesco). Intorno ad una trasforroaaiooe d^llQ fonno qqadratiche. 
[G. A, t. I, pp. 26-27 (1863)]. 

2857. BIO a. 

SARDI (Giro). Nota sulla rkluxioQe alia forma canonica delle quadratiche. [G.B.^ 
V. V, pp. 35.38 (1867)1. 

2858. B 10 b. 

BATTAGUNI (Giuseppe). SuIIq forme binarie di 3e£ondo grado. [G. B,^ y. Ill, 
pp. 22-23 (1865)]. 

B 10 b. (Fedi nO 2819). 

2859. B 10 b 0, H a o p. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Intorno ad un*applicazione della tcoria delle forme 
binarie quadratiche aIi*integrazione deli'equazione difFerenziale^«IIittica. [G. B.f 
V. XXIV, pp. I2g.|40 (1886)]. 
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BIO bo. (Vedin'' 3113). 

2860. B 10 d. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme ternarie quadratiche. [G. B. v. VIII, 
pp. 38.59, 129-156 (1870)]. 

2861. B 10 d. 

CIAMBERLINI (Corrado). Sul sistema di tre forme ternarie quadratiche. [G. B., 
V. XXIV, pp. X41-157 (1886)]. 

BlOd. iVedi n* 3112, 3139). 

2862. B 11 a, B 11 b. 

BELTRAMI (Eugeaio). Sulle funstoui biliaearL [G. B., v. XI, pp. 98-106 

(1873)]. 

2863. B U a, P 2 a, P 2 b, L' 2. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme ternarie bi^ioeari. [G. B., v. XXI, pp. jo^ 

(1883)]. 

2864. B 11 a, P 2 a, P 2 c, L* 3 a. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme quaternarie bllineari. [G. B.^ v. XXI, 

pp. 293-322 (1883)]. 

2865. BU a, BUb, PL 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme binarie bilineari. [G. A, v. XXV, 
pp. 281-297 (1887)]. 

2866. B 11 b. 

SEGRE (Corrado). Teorema sulle relazioni tra una coppia di forme bilineari e 
la coppia delle loro forme rcciprdche. [G. A, v. XXII, pp. 29.32 (1884)]. 

B 11 b. (Vedi ni 2862, 2865). 

2867. B 12 a, A 3. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulle equatiofll algebriche. [G. A, v, I^ pp. 123-124 
(1863)]. 

2868. B 12 a. 

PACI (Paolo). Sui numeri oonaplessi. [G. B^ t. XI, pp. 24.^*145 (1873)]. 

2869. B12a, Dla, D2, D3a. D3d. D4, II, Q9L 

PINCHERLE (Salvatore). S.iggio di una introduxione allt tmHA Mia Am«l««ii 
axulitiche secondo i prindpii del prof. C W€itrttr*i& 
pp. 178.254, 317-357 (1880)]. 
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2870. B 12 d. 

PADELLETTI (Dino). Principii della teoria dei quaternioni elementarmente 
esposti. [G. 5., v. XX, pp. 1-47 (1882)]. 

2871. B 12 d. 

RAIMONDI (R.). Suirequazione vetioriale della circonferenza. [G. 5., v. XXV, 
pp. 219-221 (1887)]. 

2872. B 12 d. 

RAIMONDI (R.). Sulle curve d'inversione. [G. B., v. XXVI, pp. 181-184 
(1888)]. 

2873. B 12 h. 

RUBINI (RafFaele). Esercizii d*integrazione col calcolo dei simbo^i d'operazione. 
[G. B., V. XIX, pp. 1 18-130 (i88i)]. 

2874. B 12 h. 

CAZZANIGA (Paolo). II calcolo dei siraboli d'operazione elementarmente esposto. 
[G. A, V. XX, pp. 48.77, 194-229 (1882J]. 

2875. B 12 h, B 1 c. 

AMANZIO (Domenico). Di alcune trasformazioni del simbolo d*operazione 

V ^ ri ^ 7 ^ V ^ Y ^ 

dx ax ax ax dx 

e propriety di alcuni determinant! che derivano da qucste trasformazioni. 
[G. B., V. XXI, pp. 110-144 (1883)]. 

2876. G 1 a. 

TARDY (Placido). SuUe derivate di ordine superiore delle funzioni composte. 
[G. A, pp. 73-77 (1864)]. 

2877. G 1 a. 

MOLI.AME (Vincenzo), ALBEGGIANI (Michele). Quistione 29 e soluzione. 
[G. B.y V. XII, pp. 14, I5a-X53 (1874)]. 

2878. G 1 a, K 20 £ 

CALDARERA (Francesco). SuIIo sviluppo delle funzioni a variabili piccolissime. — 
Risoluzione dei triango*i sferici aventi il perimetro di lunghezza minore del 
diametro della sfera, cui appartcngono. [G. B., v. XII, pp. 348-367 (1874)). 

2879. G 1 a. 

PAIS (Antonio). Nota intorno alle derivate di ordine superiore delle funzioni di 
funzione. [G. B., v. XIII, pp. 47-48 (1875)]. 
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2880. G 1 a. 

MOSSA (Francesco). Sulla dorivazione successlva delle funzioni composte. [G. B.^ 
V. XIII, pp. 175-185 (1875)]. 

2881. G 1 a. 

AMANZIO (Domenico). Sopra alcune formole. [G. S., v. XV, pp. 257*267 

(1877)]. 

2882. G 1 a. 

GOMES TEIXEIRA (France$co> Sur les dirivies d'ordre quelconque. [G. 2?., 
V. XVIII, pp. 3OX.307 (1880)]. 

2883. G la, G a g. 

BETTAZZI (Rodolfo). Sui concetti di derivazione e d*integrazione delle funzioni 
di piu variabili reali. [G. S., v. XXII, pp. 133-166, 200 (1884)]. 

2884. G 1 a. 

BASSANI (Anselmo). Una formola di analisL [G. B., t. XXV, pp. 225-227 
(1887)1. 

2885 Gla. 
BETT.\ZZI (Rodolfo). Sulla derivata delle funzioni di due variabili e sulia in- 
versione delle derivazioni [G. S., v. XXVI, pp. 21-32 (1888)]. 

2886. Gla 

MARTINI (Eligio). Nota sul cangiamento della variabile indipendente. [G. 2^., 
V. II, pp. 353-354 O864)]. 

2887. G 1 d. 

PAIS (Antonio). Sopra una forma compendiata delle equazioni difFerenziali im- 
mediate di ordine superiore. [G. S., v. XII, pp. 320-325 (1874)]. 

2888. Gla. 

PAIS (Antonio). Nota intorno ad alcune formule che si deducono dalla formula 
di Taylor. [G. B., t. XII, pp. 148-149 (1874)]. 

Gla. (Vidi n<> 2735). 

2889. Gad, H S a 

TORELLI (Gabricle). Di alcuni integrali formati dagli integrali ellittici e di 
qualche loro applicazione. [G. B,y ▼. XI, pp. 17-37 (1873)]. 

Gad. {VeH nO 2954). 

2890. G a a. 

BESSO (Davide). SulPintegrale del prodotto di ana funzione raziODale pel loga- 
ritmo di una funzione razionalc [G. B., v. XXV. pp. 356-362 (1887)]. 
Kimd. Ore MaUm^ U XI, parte a\— Sumpato il 16 geonajo 1897. 3 
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G 2 g. (Vedi a^ 2883). 

2891. G 2 h. 

BESSO (Davide). SuII'integrale rF(jc)/xi* esteso fra limiti reali c positivi, 
quando la F(x) sia una funzione razionale. [G, B., v. XII, pp. 1-14 (1874)]. 

2892. G 2 h. 

LEMOYNE (Giacomo). Sul valore medio geometrico delle funzioni d*una varia- 
bile reale. [G. 5., v. XVI, pp. 209-216 (1878)]. 

2893. G 2 h. 

VOLTERRA (Vito). Sui principii del calcolo integralc [G. 5., v. XIX, pp. 333- 
372 (1881)]. 

2894. G 2 h. 

BASSANI (Anselmo). Sopra una trasformazione di integrall definitu [G. B., 
V. XXV, pp. 223-224 (1887)]. 

2895. G 2 k. 

D'ARONE (Giovanni) Intorno ad un tcorcma di Tchibychew. [G. A, 
V. XXVI, pp. 61.64 (1888)]. 

2896. G 2 k, Alb. 

CESARO (Ernesto). A proposito d'un teorema di Tchibychew. [G. B.^ 
V. XXVII, pp. 48.59 (1889)]. 

2897. G 3 a. 

PEANO (Giuseppe). Su di una proposizione rifcrcntesi ai dctcrminanti Jacobiani. 
[G. B., V. XXVII, pp. 226-228 (1889)]. 

2898. G 4 b. 

BELTRAMI (Eugenio). Intorno ad una trasformazione di variabili. [G. B., v. V, 
24-27 (1867)]. 

2899. D 1 a. 

VOLTERRA (Vito). Alcune osservazioni suUe fuiuioni punteggiate discontinue. 
[G. 5., V. XIX, pp. 76.86 (1881)]. 

2900. D 1 a. 

MARCOLONGO (Roberto). Su di un teorema di algebra elementare. [G. A, 
V. XXV, pp. 174-178 (1887)]. 

2901. Dla. 

LERCH (M.). Sur une fonction discontinue. [G. B., v. XXVI, pp. 375-376 (1888)]. 

Dla. (f^edi n<> 2869). 
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D 1 b. {Fedi n« 2778). 

2902. Did. 

GENOCCHI (Angelo). Intorno ad una trasforinazione di alcune cquazioni a trc 
variabili. [G. B., v. V, pp. 106-109 (1867)]. 

2903. D 1 d 8, D 6 e. 

GIULIANI (Giulio). Sopra la dimostrazione di una formola di analisi. [G, B,y 
V. XXII, pp. 201-206 (1884)]. 

D 2. iVedi nO 2869). 

2904. D 2 a QL 

DINI (UHsse). Sulle setie a termini positivi. [G. A, v. VI, pp. 166-174 (1868)]. 

290$ . D 2 a X, D 2 b. 
GIUDICE (Francesco). Una considerazlone re!ativa alle serie a termini positivi 
costanti tra le qua!i trovasi quella d*Eulcro. [G. B., v. XXVII, pp. 345- 
351 (1889)]. 

2906. D 2 a p. 

CESARO (Ernesto), GIUDICE (Francesco). Quistione 88. [G. B,, v. XXVI, 
pp. loi (1888); V. XXVII, pp. 342-344 (1889)]. 

2907. D 2 a Y. 

GIULIANI (Giulio). DeH'integrabiliti d'una serie di funzioni.— Rettifica. [G. B., 
V. XXIV, pp. 44.45, 333 (1886)]. 

2908. D 2 a B. 

RETALI (Virginio). Sulle serie triple. [G. B., v. IX, pp. 266-268 (1871)]. 

2909. D 2 b. 

BELTRAMI (Eugenio), ASCOLI (Giu'io), PADOVA (Ernesto), (iuistione 67, e 
soluzionl [G. A, v. V, pp. 189, 2$4-2$5 (1S67)]. 

2910. D 2 b, H S £ 

TANO (Florestano). Sopra due serie di G a a s s, e di H e I n e. [G. B., v. IX, 
pp. 60-63 (1871)]. 

2911. D2b. 

TORELLI (Gabriele). Sopra alcune serie. [G. B,, t. X, pp. 129-132 (1872)]. 

2912. D 2 b. 

' BESSO (Davide)! Sull't scric ^ . ^jV^y > [G. B., ▼. X, pp. 160-164 (1872)]. 

D 2 b. (FMI ni a7}6b 190SX 
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391 3. D 2 b Qu 

PINCHERLE (Salvatore). Di una genera lizzazione della derivazione nelle fun- 
zioni analitiche. [G. B., v. XXII, pp. 62-74 (1884)]. 

2914. D 2 b Qu 

TOGNOLI (Oreste). Sulle serie di potenze. [G. A, v. XXV, pp. 155-160(1887)]. 

2915. D2ba. 

CATALAN (Eugene). Lettera del sig. E. Catalan al Redattore. [G. B^ 
V. XXV, pp. 3 1 1-3 12 (1887)]. 

2916. D 2 a 

NO VI (Giovanni). Riduzione in serie delle facoltd analitiche. [G. B., v. II, 
PP« i-7> 40-46 (1864)]. 

2917. D 2 o, D60S, J la 

GAMBARDELLA (Filippo). Sui coefficienti delle faco!ti analitiche. — Appendice 
sullo sviluppo delle funzioni isobariche. [G. B., v. XI, pp. 49-61, 86-97 
(1873); V. XII (•), pp. 110-128 (1874)]. 

2918. D 2 d. 

EUGENIO (Vito). Alcune ricerche sulle frazioni continue. [G. B., v. IX, pp. 358- 
365 (1871)]. 

2919. D 2 d, 1 12 b. 

PORCELLI (Onofrio). Intorno aJ una funzione che entra nella composizione 
delle ridotte delle frazioni continue, e delle radid delle congrucnze di 
i^ grado ad una incognita. [G. A, v. X, pp. 37-46 (1872)]. 

2920. D 2 d a. 

GUNTHER (Sigisnx>ndo) (**). Nuovo metodo per sommare direttamente le fra- 
zioni continue perlodiche. [G. S., v. XVI, pp. 234-242 (1878)]. 

2921. D3, V9. 

BELTRAMI (Eugenio). Artlcolo bibliografico sulla «Teorica general e delle fun- 
zioni di variabili complesse » del professore Felice C a s o r a t L [G. A» 
V. VII, pp. 29-41 (1869)]. 

D3. (r#if/nO 3174). 

D 3 a. (F$di no 2869). 



(*) La parte coatenou nel v. XII, per dkhUrexioBe del prof. Gemberdelle, h dovuta al 
prof. M. T r a d i. 

(**) Vertione del tedetco di G 1 o V a a n i Garbieri. 
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D 3 d. (Vidi no 2869). 
D 3 g. (Fidt n*> 2956). 
D 4. {Fedi n<' 2869). 

2922. D 4 a, D 4 b. 

VIVANTI (Giulio> A'cuni teorerai sulle funxioni interc. [G. B., v. XXII, 
pp. 243-261, 378-380 (1884)]. 

2923. D4a, D4b. 

VIVANTI (Giulio). Sulle funzioni intere trascendentl [G. B.. v. XXIII, pp. 96- 
122 (1885)]. 

2924. D 4 a, D 4 a 

VIVANTI (Giulio). Nuove riccrche sulle funzioni intere. [G B^ v. XXVI, 
pp. 303-314 (1888)]. 

2925. D4bflu 

CESARO (Ernesto). Remarques sur ies fonctions hoiomorphes. [G, S., v. XXII, 
pp. 191-200 (1884)]. • 

D 4 a (VM vP 2924). 

2926. D S d. 

VIVANTI (Giulio). Ricerche sulle fiunzioni uniformi d*un punto analitica [G. S., 
V. XXV, pp. 54-72, 232-256, 312 (1887)]. 

2927. D 6 a. 

BETTI (Errico). Sopra le funzioni algebriche di una variabile complessa definite 
da una equazione di 3^ grada [G. B.^ v. Ill, pp. 143-145 (1865)]. 

2928. D 6 b. 

TRUDI (Nicola), PADOVA (Ernesto), ARMENANTE (Angelo), ASCOU (Giulio). 
Quistione 54, e soluzioni. [G. B., v. IV, pp. 319, 365-366, 369-372 (1866); 
V. V, pag. 162 (1867)]. 

2929. D 6 b, D 6 d. 

GIUDICE (Francesco> Sulle funzioni iperboliche e circolari. [G. S., v. XXVII, 
pp. 124-126 (1889)]. 

2930. D 6 o, J 1 a 

SYLVESTER (James Joseph), SARD! (Gro). Quistione 56, esoluzione. [G. A., 
V. IV, pag. 344 (1866); ▼. V, pp. 169-174 (1867)]. 

2931. D 60. 

SIACCI (Francesco). Intomo ad una serie e ad una funzione dei coefficienti bi- 
nomitlL [G. S.» v. X, pp. 349-359 (1872)]. 
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2932. D 6 o OL 

ARZELA (Ccsare). Sviluppo, in serie ordinate secondo le potenzc decrescent! 
della variabilc, di n funzioni algebriche definite da altrettante cquazioni a 
coefficicnti deterrainati. [G, 5., v. XI, pp. 368-375 (1873)]. 

D 6 C QL {Vedi 0} 2760, 3021). 

2933. I>6c$. 

TRUDI (Nicola), ARMENANTE (AngeIo> Quistione 55, e. soluzione. [G. B^ 
V. IV, pp. 3x9-320 (1866); V. V, pp. 28-30 (1867)]. 

2934. D 6 o S. 

IMCHENETSKY (V.). Sur les fonctions de J. Bernoulli, et sur Texpression 
de la difli&rcnce entre une somme et une intigrale de monies limites. (Tra* 
duit du russe par J. Houel). [G. B., v. IX, pp. 87-103 (1871)]. 

D 6 C 8. (Fedi ni 2825, 2917). 
B e c ft. {Vedi n<> 2825). 
D e d. (Vedi n<> 2929). 

293$. D6£ 

GIULIANI (Giulio). Sopra la funzione P^Ccosy) per n infinite. [G.£.,v. XXII, 
pp. 236-239 (1884)]. 

2936.06^ D6lL 
GIULIANI (Giulio). Alcune osservazioni sopra le funzioni sferiche di ordine 
superiore al secondo e sopra altre funzioni che se ne possono dedurre. 
[G. A, V. XXVI, pp. 1 5 5-1 71 (1888)]. 

2937. D 6 h. 

GIULIANI (Giulio). Sopra certe funzioni analoghe alle sferiche. [G. A, v. XXV, 
pp. 203-218 (1887)]. • 

D 6 h. (Fedi nO 2936). 

2938. D 6 i 

NICODEMI (Rubino). Intorno ad iilcunc funzioni piti generali delle futuiMi 
iperboliche. [G. A, v. XV, pp. 193-234 (1877)]. 

2939. D 6 i 

GIULIANI (Giulio). Sopra alcune funzioni analogfae alle funziooi cilindriche. 
[G. A, V. XXV, pp. 198-202 (i887)J, 
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2940. E 1 a. 

DE GASPARIS (Annibalc). Sul calco'o del valore della funzione Y f^. 

^-r(x) 

[G. B,y V. VI, pp. 16-23 (1868)]. 

ft 

2941. E 1 a. 

LERCH (M.). Demonstration ^I^mentaire d'une fortnule de Raabc. [G. A, 
V. XXVI, pp. 39-40 (1888)). 

2942. E 1 £ 

RE ALIS (Savino). Esercizio elementare sugrintegrali euleriani della prima specie. 
[G, B., V. IX. pp. 34S-354 0870]- 

2943. E 3, E S. 

BESSO (Davide). Sopra a!cuni integrali definiti. [G. B., v. X, pp. 119-127 
(1872)]. 

2944. E S- 

FERGOLA (Emmanuele), MOGNI (Antonio), PADOVA (Ernesto). Quistioni 49 
e so, e soluzioni. [G. B., v. IV, pag. 318 (1866); v. V, pp. 57-62 (1867); 
V. VI, pp. 1 1 6-1 20 (1868)]. 

2945. E 5. 

FERGOLA (Emmanuele), PADOVA (Ernesto), RAJOLA (Luigi). Quistione 66, 
e soluzioni. [(?. 5., v. V, pag. 124 (1867); v. VI, pp. 115, 116-124 (1868)]. 

2946. E 5. 

BESSO (Davide). SuU'integral seno, e Tintegral coseno. [G, 5., v. VI, pp. 313- 
323 (1868)]. 

2947. E 5. 

BESSO (Davide). Sull'integrale f ^^^HJLdx, [G. A, v. VII, pp. 210-212 

Jo * 

(1869)1. 

2948. E S. 

BESSO (Davide). Sopra alcuni integrali doppii. [G. A, v. X, pp. 79-92 (1872)]. 

E 5. (f^edi n° 2943). 

2949. P*. 

RUBINI (Raffaelc). Teoria delle funzioni ellittiche. [G. B., t. I, pp. 33-40, 118- 
122, 140-147, 291-304 (1863)]. 

2950. P% q: 

ARMENANTE (Angelo), JUNG (Giuseppe). Relazionc sopra trc corsi parallcli 
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del professor] Brioschi» Cremona e Casorati sulla teoria delle 
funzioni ellittlche, e abeliane. [G, S., v. VII, pp. 224-254 (1869)]. 

F. (Fedi n^ 3174). 

29$ I. FL 

BRIOSCHI (Francesco). Lezioni sulla teorica delle funuoni Jacobiane td un solo 
argomenta [G. B., v. II, pp. 8-12, 33-39, 129-134 (1864)]. 

2952. Fig. 

TCXjNOLI (Oreste). Sulla funiione 9U. [G. B., v. XXV, pp. 367-378 (1887)]. 

F 2. {Vedi n*> 2958). 

2953. F6b, OSoy. 

PACI (Paolo). Sopra alcune applicazioni geometriche delle funzioni ellittichc. 
[G. B., V. XII, pp. 97- (1874)]. 

2954. F 7 o, cad. 

TORELLI (Gabriele). Intomo agU integral! ellittici considerati come funzioni 
del modulo. [G. <0., v. XII, pp. 168-175 (1874)]. 

295 $. F 8 £ 

PEANO (Giuseppe). Dcfinizione geometrica delle funzioni ellittiche. [G. B.» 
V. XXVI, pp. 255.256 (1888)]. 

F8g. iFidi no 3209). 

O. {Vidi n° 2950). 

2956. G 1 o, D 3 g. 
JANNI (Giuseppe). Studii di analisi superiore. [G. B., v. XIV, pp. 321-346 
(1876)]. 

2957. oaj. 

MARTINI (Eligio). SulPintegrazione per approssimazione. [G. B., v. Ill, pp. 91-94 
(1865)]. 

2958. G 6 o, Fa, H 11 a 

PINGHERLE (Salvatore). Ricerche sopra una classe importante di funzioni mo- 
nodrome. [G. B., v. XVIII, pp. 92-136 (1880)]. 

2959. HI a. 

FERGOLA (Emmanuele). Sopra una proposizione elementare di calcolo integrale. 
[G. B., V. II, pp. 264-266 (1864)]. 
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2960. H 2 o, B 3 a. 

TORELLI (Gibriele). Coatribuzione alia teoria dalle equazloni algebrico-difFe- 
renziali. [G. B.» v. XXIV, pp. 280-289 (1886)]. 

2961. H 2 o p. 

CAZZANIGA (Pao'o> Sulla Integrazione della equaaiooi algebrico-diffcrenziali 
di i^ ordine e di 1° grado mediante fuD2ioni a^gebriche* [G. B,, v. XVIII, 
pp. 72-91 (1880)). 

2962« H 2 o p. 
BATTAGLINI (Giuseppe). SuU*eqaailon« dilTerenaiale elllttica. [G. B„ v. XIX, 
pp. 6S-7S (1881)]. 

H2cp. (fW/n*' 28$ 9). 

2963. H 3 b, R 4, R 7, R 8. 

GROSSO (Remigio del). Sull'equazioni difFercaziali che si presentano nei pro- 
blemi di meccanlca. [G. B., v. I, pp. 129*1)5, 203^208, 257-264 (1863)5 v. IV, 
pp. 243-277 (1866)]. 

H 4. iF$d{ no 3502). 

2964. H 4. 

RICCI (Gregorio). Sopra un sistcma di due equazioni difFerenziall lineari di cui 
i'una 6 quella dei fattori integranli deil'altra. [G. A, v. XV, pp. 135-153 

(1877)1. 

2965. H6a, H12b. 

TRUDI (Nicola). Sulla determinazionc delle costanti arbitrarie negl'integrali 
delle equazioni lineari cosl difFerenzia!i che a difierenie finite (*). [G. ^., 
V. VII, pp. 76-97 (1869)]. 

H 5 a {F$di n<> 2889). 

2966. H 6 f, H 5 h. 

GIULIANI (GiuUo). Aggiunte ad una memoria del sig. Kummcr. [G. B,, 
V. XXVI, pp. 234-250 (i88f^)]. 

H 6 £ (Fedi ti? 2910). 
H 5 h. (Fidi n^ 2966). 

2967. H 6 b. 

PITTARELLI (Giulio). Su di una equazionc differenziale di primo ordine a un 
numero qualunque di variabili. [G. B., v. XIII, pp. 323*317 (1875)]. 



(*) E»tr«tto <U1 V. II dtgli Atti dklU R. AccaJcmia di ScUase fisl:b« ff matcjMtlclM ia Mapoli. 

KtmL Grc Matim^ t. XI» parte a\--Sumpato il 18 gemujo 1897. 4 



26 HBPBRTORIO BIBLIOGRAPlCa 

2968. H 6 b. 

PAIS (Antonio). Intorno all'integrazione delle equazioni differcnziali totali di 
I** ordine e di 1° grado. [G. B,, v. XIII, pp. 344-3$! (187$)]. 

2969. H 9 d, O 5 m. 

FRATTINI (Giovanni). Un esempio sulla tcoria dolle coordinate curvi'inec ap- 
plicata al ca!co!o integrale. [G. 5., v. XV, pp. 1-27 (1877)]. 

2970. H 10 d. '^ 

GRAND! (Agostino). Di una formola nota che si pu6 dedurre da un teorema di 
Cauchy. [G. B., v. VII, pp. 374-375 (^^^9)1 

2971. HlOdo. 

CAPELLI (Alfredo). Sopra Tintegrale deli'equazione alle derivate parziali di 
Laplace. [G. B., v. XXIII, pp. 123-157 (1885)]. 

2972. H 10 d a. 

GIULIANI (Giulio). Sulle funzioni di n variabili reali che soddisfano alia 

\G. B., V. XXV, pp. 109-114 (1887)]. 

HUo. (fWi nO 2938). 

2973. H 12 a. 

STUDNICKA (Francesco). Intorno al ca'colo delle operazioni. [G. B., v. X, 
pp. 76-78 (1872)]. 

H12a. (f^edi ni 2723, 2812). 

H12b. (Fedi n'' 2965). 

2974. 1 1. 

SARDI (Giro). Teoremi di aritmctica. [G. A, v. VII, pp. 24-27 (1869)]. 

297s. II. 
BARILLARI (Giuseppe). Sulla divisibilitd dei nuincri periodic!, e suUa detcrml- 
nazione dei periodi decimali. [G. B,, v. IX, pp. I2$*i3$ (1871)]. 

2976. II. 

BUSTELLI (Antonio Maria). Sul concetto di proporzionaMti nell'aritmetica ge* 
nerale. [G. J5., v. XIII, pp. 82^8 (1875)]. 

2977. I L 

TIRELLI (Francesco). Soluzione di una questione sui numeri fratti. [G. B.f 
V, XVI, pp. 88-90 (1878)]. 
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2978. II. 

ZANOTTI BIANCO (Ottavio). Proprietii curiosa di alcuni numeri. [G. B., 
V. XXII, pag. 50 (1884)]. 

2979. 1 1. 

GRUnWALD (Vittorio). Intorno airaritmctica dei sistemi numerid a base nega- 
tiva con particolare riguardo al sistema numerico a base negativo-decimale 
per lo studio delle sue analogic coll'aritmetica ordinaria (decimale). [G. S., 
V. XXIII, pp. 203-221 (1885)]. 

2980. 1 1. 

ANDREINI (Angiolo). Sopra una proprietd singolare di alcuni numeri dipen* 
dente dal sistema particolare di numcrazione nel qua*e sono scritti. [G, B,, 
V. XXVI, pp. 31S-326 (1888)). 

2981. 1 1. 

GAMBIOLI (Dionisio). A proposito di una Nota del sig. Andreinl. [G. B.^ 
V. XXVII, pp. 334.339 (1889)]. 

I L (Vedi ni 2720, 2869). 

2982. I 2. 

SARDI (Giro). Sulle somme dei divisori dei numerL [G. <B., v. VII, pp. 112-115 
(1869)]. 

12 b. {Vtdi u? 3036). 

2983. I 3. 

DINA (Carlo). Teorica dclle congrucnze bimodulari. [G. £., v. XXI, pp. 234-269 
(1883)]. 

I 3. (VetU ni 276$, 3034). 

2984. I 3 a. 

SARDI (Giro). Risoluzione dellc congrucnze di i® grade. {G. A, ▼. VII» pp. f i$* 
116 (1869)]. 

2985. I 3 b. 

GARIBALDI (Gesare). Nuova dimostrazione d*un teorema di Perm at [G. B.^ 
V. XXVI, pp. 197.200 (1888)]. 

13 b. (fidi n^ 3092). 

1 4. (Vedi ni 2764, 3034). 

2986. 14 a. 

PIUMA (Garlo Maria). Nota intorno ad una proposizioQe nella teoria iiA no* 
meri. \G. B., v. IV, pp. 34$. 347 (i866)J. 
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17 a. (F$di n<> 2764). 

2987. I 7 b. 

FRATTINI (Giovanni). Un teorema aritmetica [G. B., v. XVIII, pp. 369-576 
(1880)]. 

2988. I 8. 

JUNG (Giuseppe). Sopra alcuni teoremi di Gauss intorno alia teorica della 
ripartizione del circolo. [G. B., ▼. VI, pp. 67-80 (1868)]. 

2989. 18 a. 

PASCAL (Ernesto), (^ostruzioni geometriche dt tre poligonl regolari. [G. J9., 
V. XXV, pp. 82.96 (1887)]. 

2990. I 9 b. 

LUGLI (Aurelio). Sul numero dei numeri primi da i ad fi. [G. £., v. XXVI, 
pp. 86.95 (1888)]. 

2991. 1 9 a 

SARDI (Giro). Nota sui numeri primi. [G. J5., v, V, pp. 371-376 (1867)]. 

2992. 1 10. 

FERGOLA (Emmanuele), SARDI (Giro), MOLA (Giacomo). (^.uistioni St ^ 7 
c soluzioni. [G.B^ v. I, pp. 63*64 (1863); v. Ill, pp. 94-99» 190-aoi, 377*380 
(1865)]. 

2993. 110. 

FERGOLA (Emmanuele). Sopra talune propriety delle soluzioni intere e positive 
deU'equazione *, + 2 a, 4" 3 *j + • • • +**« = *• [O. B., v. I, pp, 328*334 
(1863)]. 

2994. 110. 

SARDI (Giro). Su talune serie ed appUcazioni all'aritmetlca. [G. B.9 ▼• VII, 
pp. 257.312 (1869)1. 

2995. 110, B 4 h. 

CAPELLI (Alfredo). Sopra un problema di partixione in relazione alia teoria 
delle forme algebriche. [G. J5., v. XIX, pp. 87.11s (1881)], 

1 10. {F$di ni 3024, 3485). 

2996. Ill a. 

PIUMA (Garlo Maria). Dimostrazione di alcune formole del sig. L i o u v i 1 1 e. 
[G. B.t V. IV, pp. 1-14, 65.75, I93-20I (1866)]. 

2997. 1 11 a, 1 19 a. 

FERGOLA (Emmanuele)^ TORELU (Gabriele). (2.uistioni e ao'uaionl [G. B^ 
▼. X, pag. 54 (1872); V. XVI, pp. 152-167 (1878)]. 
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2998. I U a, 1 19 a. 

TORELLI (Gabrie^c), Sopra atcune propriety numerlchc. [G, 5., v. XVI, pp. 152- 
167 (1878)). 

2999. I U a, 1 11 b. 

CESARO (Ernesto). Suli'inversione delle identity aritmetiche. [G. £., v. XXIII, 
pp. 168-174 (1885)]. 

3000. Ill a, 111 b. 

CESARO (Ernesto). Gli algoritmi delle funzioni aritmetiche. [G. B., v. XXIII, 
pp. 17S-181 (1885)]. 

3001. 1 11 a, 1 11 b, B 1 a. 

CESARO (Ernesto). Detcrminanti in aritmetica. [G. £., v. XXIII, pp. x82-i97 
(1885)]. 

3002. 1 11 a, 1 11 a 

CESARO (Ernesto). Medie ed assintotiche espressionl in aritmetica. [G, B., 
V. XXV, pp. I -14 (1887)]. 

3003. Ill a. 

CESARO (Ernesto). Intomo ad una classe di funzioni aritmetiche. [G. B.^ 
V. XXV, pp. 14-19 (1887)]. 

3004. 1 11 a, J 1 d. 

PASCAL (Ernesto). Sopra una formo!a numcrica. [G. J5., ▼. XXV, pp. 4S-49 
(1887)], 

1 11 b. {Fidi n> 2748, 2999, 3000, 30OX). 
I U a (Ftdi o? 3002). 

3005. 112 b. 

GAMBARDELLA (Filippo> Sul numero delle soluzioni intere e positive deire- 
quazione aX'\'by-\'ex,=^fth dove a, b, e^ m sono numeri interi e positivL 
[G. J?„ V. IX, pp. 262-265 (1871)]. 

3006. 1 12 b, P 4 a 

JON(2.UlfiRES (E. de). iStnde sar one question d'aoalyse ind^termin^e. [G. B^ 
V. XXIV, pp. i-i I (1886)]. 

1 12 b. {F$di ni 2722, 2919). 

SOO7. 1 18 b QL 

EUGENIO (Vlto). Dimostrazione di un teorema nella teoria dei DumcrL [G. B., 
V. VIII, pp. 162-165 (1870)]. 
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3008. 1 17, I 25 b. 

TIRELLI (Francesco). ANGELITTI (Filippo). Qucstione 33 c so!uzione. [G. A, 
V. XIII, pp. 46, 98, 198-200 (1874)]. 

3009. 1 17 a. 

GEKOCCHI (Ange'.o). Dimostrazione d'un teorema intorno al prodotto d*a!cuiie 
somme di quadrati. [G.B,, v. II, pp. 47-48 (1864)]. 

3010. 1 19 a. 

CALZOLARI (Luigi). Nuova soluzionc generate in numeri razlonali dell'equa- 
zione tu* =z a -{-bv -}- ev* , [G. 5., v. VII, pp. 177-192 (1869)]. 

301 1. 119 a. 

CALZOLARI (Luigi). Soluzione generale dell'equazione >* = xJ4-*i+ ••• "f"*ir 
[G. B,, V. VII, pp. 313-3 SO (1869)]. 

30x2. 119 a. 
CALZOLARI (Luigi). Notd sull'equazione k* = ^^ x* db B>* . [G. B., v. VIII, 
pp. 28-54 (1870)]. 

3013. 119 a. 

MARCOLONGO (Roberto). Sull'anajsi indetcrminata di 2° grado. — Nota I* — 
Nota II*. (G. B.y V. XXV, pp. 161-173 (1887); v. XXVI, pp. 65-85 (i888)J. 

1 19 a. {f^tdi ni 2997, 2998). 

3014. 119 b. 

PIUMA (Carlo Maria). Intorno all'equazione x»+/ = ^*. [G. B., v. XIX, 
pp. 3"-3i5 (1881)]. 

301$. 1 19 b. 
VARISCO (Dino). Ricerche arittnetiche contenenti la dimostrazione generale del 
teorcnw di Per mat. [G. B., v. XXVII, pp. 371-380 (1889)]. 

3016. 1 19 a 

CALZOLARI (Luigi). Ricerca dei valori razionali di v che rendono un quadrato 
il polinomio 

[G. B., V. VII, pp. 317-350 (1869)). 

3017. I 24 b. 

TOGNOLI (Oreste). Intorno ad un problema della geotnetria elementare. (Da 
una memoria del sig. A d o I p h H u r w i t z). [G. S., v. XXIV, pp. 354-363 
(1886)]. 
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I 25 b. {Fedi n° 300S). 
J 1. (Fedi n° 2737). 

3018. J 1 c. 

FERGOLA (Emmanuele), PADOVA (Ernesto), TORELLI (Gabriele), BONOLIS 
(A'fonso). Quistionc 52, e so'u/.ioni. [G. B., v. IV, pp. 3 18-3 ^9, 361-365, 
367 (1866); V. V, pp. 30-31, 230-253 (1867)]. 

3019. J 1 c. 

FERGOLA (Emmanue'e), TORELLI (Gabriele). Quistionc 5 3, e soluzione. [G. A, 
V. IV, pp. 319, 368 (1866)]. 

3020. J 1 C, D 6 c e. 

FERGOLA (Emmanuele), SARDI (Giro). Quistione 57, e soluzione. [G. 5., 
V. IV, pag. 380 (1866); V. V, pp. 169-174 (1867)]. 

3021. J Ic, D 6ca. 

TORELLI (Gabriele). Sopra una divisibilitii enunciata dal Prof. Fcrgola. 
[G. 5., V. V, pp. 250-253 (1867)]. 

3022. J 1 c. 

LEMOYNE (Giacomo). Intorno a un prob!ema di partizione sopra alcune fun- 
zioni simmetriche. [G. B., v. X, pp. 93-96 (1872)]. 

Jlc. (yedi n» 2744, 2750, 2792, 2917, 2930). 

3023. J 1 d. 

BONOLIS (Alfonso). Ricerca de' va'ori delle formole 

|Cf)('r)+Cf)('T')+-+G:r:)CT')| 



htmn-m.1 



lct-)Co')+ct')CT')+-+(ti;)CT') 



(«-*). 



[G. 5., V. XI, pp. 233-243 (1873)]. 



3024. J 1 d, 1 10. 
MARSANO (Giovan Battista). Sul numero dellc combinazioni di data classe, 
fatte con una certa nio'titudine dcg'i inter! successivi, ed aventi ciascuna 
una somnia non maggiorc d'un limitc assegnato. [G, S., v. XIX, pp. 156- 
170 (1881)]. 

3024 bis. J 1 d, 1 10. 
MARSANO (Giovan Battista). Sul numero dclle combinazioni trc a tre dei sue- 



)a ftiFnTomo iiiLiooiuriQo. 

cessivi intieri i, a, 3 ..., J9» aventi daKutu tifia satntiu non maggiore 
di C (•> [G. B., V. XX, pp. 249.269 (188a)]. 

J 1 d. (Fedi n« 3004). 

3025. Jldy. 

MORENO (Giuseppe). Dimostrazione d'uD teorema di Eisenstcia. [G. B^ 
V. XVI, pp. 174-176 (1878)]. 

J 2. (Fedi n« 3498> 

3026. J 2 e. 

GILETTA (Luigi). Intorno ai fondamenti del prindpto dei minimi qoadrati 
[G. B., v. XVIII, pp. IS9-I75 (1880)]. 

3027. J 2 e. 

PIZZETTI (Paolo). A^cune ricerche sulla probabilitii a priori degii errori d*os- 
servazione. [G. A, v. XXVII, pp. 77.89 (1889)], 

J 2 e. (^idi n<> 3472). 

3028. J 2 £ 

ZANOTTI BIANCO (Ottavio). Sopra un problema di probabilitd. [(J. B^ v. XVI, 
pp. 169-173 (1878)]. 

3029. J 2 £ 

PIUMA (Carlo M^ri4). Solurione d*an problema elcmentare nel calcolo delle 
probability. [G. A, v. XVII, pp. 360-372 (1879)]. 

3030. J 2 £ 

CESARO (Ernesto). Ellisse o iperbole? (Questioni di probability). [G. B., 
V. XXII, pp. 44-46 (1884)}. 

3031. J2£ 

CESARO (Erntsto), DB MARCO (Gaeuno). Quistioni 4$, 50 e soluzionL [G. £., 
V. XXIII, pp. 19, 230-232 (1885)]. 

3032. J 2 £ 

CESARO (Ernesto), DE MARCO (Gactano). Quistioni $ 3 • 5 5 e soIuzionL 
[G. A, V. XXIII, pp. 79, 167, 377-378 (188s)]. 

3033. J 2 £ 

CESARO (Ernesto). La rottura del diamante. [G. J5., v, XXIV, pp. ia4-ia7 
(1886)]. 

(*) CXumtA k li coBtiatttsioiit dtlU aou prec«d«ote (a* 3014). 
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3034. J 4, B 2, 1 3, 14. 

JANNI (Giuseppe). Esposizione della teorica delle sostituziorii (*). [G. B., v. IX, 
pp. 280-340 (1871); V. X, pp. 195*206 (1872); V. XI, pp. 1-16, 71-85, 257- 
300 (1873)]. 

3035. J 4. 

JORDAN (Camille). Note sur la thtorie des substitutions. [G. B., v. X, pag. 116 

(1873)]. 

3036. J 4 a, I 2 b. 

CAPELLI (Alfredo). Dimostrazione di due propriety numeriche ofFerte dalla 
teoria delle sostituzioni ed osservazioal sopra le sostituzioni permutabili con 
una sostituzione data. [G. ^., v. XIV, pp. 66-74 (1876)]. 

3037. J 4 a, J 4 b. 

CAPELLI (A'fredo). Sopra risomorfismo dei gruppi di sostituzioni. [G. B., 
V. XVI, pp. 32-87 (1878)]. 

3038. J 4 a^ 

GRANDI (Agostino). Un teorema sulla rappresentazione analitica delle sostitu* 
zioni sopra un numero primo di eletnenti. [G. S., v. XIX, pp. 238-245 
(1881)]. 

3039. J 4 a Qu 

CESARO (Ernesto). Alcune elementari propriety dei gruppi piCi volte transi- 
tivi. [G. J5., V. XXII, pp. 47-49 (1884)]. 

J 4 b. (F$di n« 3037). 

304a J4a 
CAPELLI (Alfredo). Intorno ai Valori dS utu funiiohe lineare di pi6 variabilL 
[G. B., V. XIV, pp. 141-145 (1876)]. 

3041. J 5, Qia, Oi. 

LORI A (Gino). La definizione di spazio ad n dimensioni, e Tipotesi dt continuity 
nel nostro spazio, secondo le ricerehe di Giorgio Cantor. [G. £., 
V. XXV, pp. 97.108 (1887)]. . . 

3042. J U a. 

FERGOLA (Emmanuele), MOLA (GiacWo), S ARDI (Giro).. Quisfione 7, e so- 
Iozi6n.e. |G. B., V. I, ppi 614, 221.12a (1863); v. Ill, pp. 94-99i 377-380, 
190-201 (1865)]. 



(•) Gfr. if» jo,s. 

S$Md, Circ MdUwht t XI, paM H^t^SUxoftHo il 22 gdinajo 1897. • 5 
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3043. K 1 a. 

DORNA (Alessandro). Sullc trusversaM nel trungo!o. [G. B., v. Ill, pag. 4 

(i86s)l. 

3044. K 1 a. 

CESARO (Ernesto). Studio di trasversalL [G. B., v. XXII, pp. 240-242 (1884)]. 

3045. Klbp. 

MOGNI (Antonio), TARLASCO (Antonio), ASCOLI (Giulio), EUGENIO (Vito). 
Quistione 48, e soluzioni. [G. B., v. IV, pp. 293, 3 $9-360, (1866); v. VH 
pag. 2S6 (1869)]. 

K a a. (V$di n<> 3084). 

3046. K 2 b, K 3 o. 

ARMENANTE (Francesco). So!uzioni di alcune questioni proposte ntWEdmgth 
Honal Times, [G. B., v. XI, pp. 250-252 (1873)], 

3047. K 2 c. 

TRUDI (Nicola). Intorno ad alcune propriety del cerchio dei nove puntL [G. B^ 
V. I, pp. 29.32 (1863)]. 

3048. K 2 c. 

RAJOLA (Luigi). Tre teoremi sul cerchio dei nove puntL [G. B^ v. IV, 
pp. 238-239 (1866)]. 

3049. K 2 c, 1. 

FRATTINI (Giovanni). Un caso particolare del teorema dei nove punti di 
Feuerbach. Sua generalizzazione nella geometria non eudidea. [G. B^ 
v. XVI, pp. 298-304 (1878)]. 

K 2 a (f^idi ni 3050, 3051, 3052, 3091). 

3050. K 2 d, K 2 c, L' 16. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulle coniche di nove punti. [G. B., v. I, pp. 109-118 
(1863)1. 

3051. K 2d, K2o, L>16. 

CASSANI (Pietro). Studio intorno alia conica dei nove punti c delle nove rette. 
[G. A, V. VII, pp. 369-373 (1869)). 

3052. K 2d, K2o, L>16. 

CASSANI (Pietro). Nota sulla conica dei 9 punti e delle 9 rette. [G. J5., v. VIII, 
pp. 374-376 (1870)]. 

3053. K2d. 

BARDELLI (Giuseppe). Relazioni mctriche e di posizione nel triangolo retti* 
Uneo. [G. B.t v. XTV, pp. 241-262 (1876)]. 
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K a d. (F$di n< 3091, 3155). 
K 3 a (f^edi n° 3046). 
K 6 a (Fedi n® 3079). 

3054. K 5 cL 

MOLLAME (Vincenzo). Problema di geometria. [G. J5., ▼. V, pag. 370 (1867)]. 

• 

3055. K5 d. 

PRESUTTI (Enrico). Propriety di a^cuai triangoli. [G. B., ▼. XXI, pp. 169.173 
(1883)]. 

3056. K 5 d, L> 15 £ 

PIUMA (Carlo Maria). Soluzione di un problema proposto dal sig. Lucas. 
[G. B,, V. XXII, pp. 17-28 (1884); V. XXVI, pp. 189.196 (1888)]. 

3057. K 5 d, L<16a. 

PIUMA (Carlo Maria). Intorno ai triangoli iscritti in un*ellisse che hanno il 
centro di gravitii in un punto dato dcIU sua superdcie. [G. S., v. XXIII, 
pp. 30.33 (1885)]. 

3058. K 6. 

LORIA (Gino). Studi sulla teoria delle coordinate triangolari, e sulla geome- 
tria analitica di un piano nello spazio. [G. ^., v. XXIV, pp. 164.241 (1886)]. 

3059. K 6 a, L' 8 a. 

TRUDI (Nicola). Esposizione di diversi ststemi di coordinate omogenee. [G. B,f 

V. I, pp. 11.23, 47.39, 148.158 (1863)]. 

« 

306a K 6 a, L* 1 a, L' 1 a, V 9. 

BELTRAMI (Eugenio). Cenno Bibliografico della Mcmoria di Chelini Do- 
m e n i c o : c Sulla teoria dei sistcmi sempHci di coordinate e sulla discussione 
dcirequazione generate di 2^grado in coordinate triangolari e tetraedriche*. 
[G. A, V. I, pp. 319.320 (1863)]. 

3061. K 6 a. 

D'OVIDIO (Errico). Sui punti, piani, e rette in coordinate omogenee. [G. B.f 
V. VIII, pp. 241-284 (1870)]. 

3062. K 6 a. 

D*OVIDIO (Errico). SuIIe relazioni metriche in coordinate omogenee. [G. B^ 
V. XI, pp. 197-aao (1873)]. 

3063. K 6 a. 

D'ARCAIS (Francesco). Sui sistemi di coordinate. [G. A, ▼. XVI, pp. iS-aj 
(1878)]. 
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3064. K 6 b. 

CASSANI (Pietro). Coordinate sfcriche oniogenee. IG. J5., v. VI, pp. 81-96 
(1868)]. 

3065. K 6 b. 

D'OVIDIO (Errico). Alcuae relazioni fra le mutue distance di pib paoti. [A Jt» 
V. IX, pp. aii-216 (1871)]. 

3066. K 6 b. ? 
D'OVIDIO (Errico). Sopra a!cune formolc in coordinate di rettc. {G. JIL, ▼• X, 

pp. 33-36 (1872)]. 

3067. K 6 b. 

LEVI (Simeone). Salic coordinate trigonali. [G. J?., v. XIV, pp. 353-376(1976)]. 

3068. K 6 b, U 10 a. 

DE BERARDINIS (Giovanni). Le coordinate geodetiche ortogonali e le geogn- 
fiche sulIa sfera c sull'ellissoide di rotaxione. [G. B., v. XXVII, pp. 117^152, 
318.326 (1889)]. 

3069. K 7, P 1 a, P 1 £ 

BATTAGLINI (Giuseppe). Teoria elementare dell'e forme geometriche. [G. A, 
V, I, pp. 1-6, 41-46, 97-109, 161-169, 227-239 (1863)]. 

3070. K 7 d, B 4 £ 

CREMONA (Luigi). BATTAGLINI (Giuseppe). Quistioni 16, 17, 18, e solu- 
aioni. [G. B,, v. I, pp. 280, 31 1-3 16 (1863)]. 

3071. K 7 d, K 7 e. 

CREMONA (Luigi), JANNI (Vincenzo), BATTAGLINI (Giuseppe). Quistiooe 
28, e soIuzionL [G. B., v. II, pp. 30, 49-51, 52-57 (1864)]. 

3072. K 7 d, K 7 e. 

CREMONA (Luigi), BATTAGLINI (Giuseppe). Quistionl 30^ 31 e soluziooL 
[6. A, V. II, pp, 62, 186-190 (1864)]. 

3073. K 7 e. 

CREMONA (Luigi), BATTAGLINI (Giuseppe). Quistione 24, e soluzione. [G.B^ 
V. I, pp. 3i9» 369-37^ (1863)]. 

K 7 o. (y$di nJ 2838, 3071, 3072, 3x32). 

3074. K 8 a, K 18 c. 

MATTHIESSEN (Louis). Quelques thtorimes sur le quadrilatire. [G. B^ ▼. V, 
pp. 232-233 (1867)]. 
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307$. K9a, Kl4b. 
CASSAKI (Pietro). lotorno agH assi armoolci di on sistema di rette e dipiasL 
[G. B., V. IV, pp. ia8M3P ^1866)}. . ■ • . 

3076. K 9 a. 

CESARO (Ernesto), DE MARCO (Gaetano). Quistloni 48, $4 e soluzioni. [G. £., 
V. XXIII, pp. 19, 79 (1885); V. XXIV, pp. 378-380 (1886)]. 

3077. K 9 a. 

CERTO (Luigi). Sui poligoni piani sempIicL [G. B., ▼. XXIII, pp. 366-367 
(1885)]. 

3078. K 9 a 

CERTO (Luigi). SuIPn-agooo inscritto isoclino in un n-agono piano semplice 
dato. [G. A, V. XXVI, pp. 46-60 (1888)]. 

K 9 a (Fidi n<> 3087). 
K 9a Qu {Veiixi? 3134). 

3079. K 10 b, K 5 a 

AFFOLTER (Fr. G.). Dimostrazione elementare della proprieU che due trian- 
goli polari d'un circolo sono in posizione prospettiva. \G. £., v. XI, pp. 1 10- 

III 0873)]- 

3080. K 10 a 

MAZZOLA (Giuseppe). Metodo elementare per calcolare speditamente valori 
prossimi del rapporto della circonferenza al diametro, e per trovare tanti 
termini quanti si vogliono delie serie circolari. [G. B^ v. H, pp. 92-94, 
tio-114 (1864)]. 

3081. K 10 o. 

CROCCHI (Leopoldo). Osservazkmi e qaestlone. [O. B., v. X, ^^. 304-306 

(1872)1. . , 

•■ • • . 

3082. KiOe. * 

SERRA (Aibef to)i Gbstruzione del cerchio che taglla amaonlcamente tre segment! 
dati. [G. JJ., ▼. II, pp. 127-128 (1864)]. 

3083. K 10 e. 

EUGENIO (Vito), FUORTES (Tarquinio). Dimostrazione di an teoremt di 
E u 1 e r a [C. A, v. VII, pp. 377-378 (1869)]. 

3084. K U a, K a a. 

GENOCCHI (Angelo), ASCOLI (Gialio). Quiftioof $8, S9 « i^ 
V. V, pp. 122, 163-165 (1867)]. 
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3085. KUa 

INTRIGILA (Camie'o). Sui po*igoni iscritti e circoscritti contemporaneamente a 
due circonferenze. [G. £., v. XXI, pp. 323-342 (1S83)]. 

K U d. (Ffdi nO 3095). 

3086. K U e, Bio. 

CASS ANI (Pictro). Intorno ad un teorema del sig. £. Lucas. [G, JBL, ▼; XIV, 
pp. 347-350 (1876)]. 

3087. K U e, K 9 a. 

FUORTES (Tarquinio). Ricerche geometriche sopra alcune proprieti d^ sistemi 
di rctte nel piano, e dei sistenii di circoli che passano per un punto sal 
piano o sulla sfera. [G,B,* v. XVI, pp. 91-107 (1878)]. 

3088. K 13 a. 

STAMMER (Guillaume). De la plus courte distance entre deux droites dans 

I'espace, et d'un cas particulier d*une fonction de deux variables inJ^pen- 

dantes dont le rapport a une liniite d^termin^e. [G. £., v. V, pp. 236-239 
(1867)]. 

3089. K 13 a 

BELTRAMI (Eugenio). Sulla minima distanza di due rette. [G. B., ▼. V, pp. 351- 
3S4 (1867)]. 

3090. K 13 a. 

VALERIANI (Valeriano). Del piano, sua defmizione, assioma del piano elevate 
a teorema. [G. A, v. VII, pag. 376 (1869)]. 

3091. K 13 c, K 2 d, K a o. 

BELTRAMI (Eugenio). Estensione alio spazio di tre dimensioni dei teoremi re* 
lativi alle coniche di nove punti. [G. B., v. I, pp. ^208-217, 354*3^ (1863)]. 

3092. K 18 o, 1 8 b, I a b. 

MOGNI (Antonio). Esercitazioni matematiche : I. Di una propriety del tetraedro. 
— IL Di alcuni teoremi aritmetid. — III. Sopra il numero dei divisori di alcuni 
interi. [G. B., v. XIII, pp. i50-i$4 (187s)]. 

K 13 a (Fedi n^' 3074). 

K 14 b. (Fedi n^ 3075). 

3093. K 14 £ 

JANNI (Vincenio). Dimostrazione di un teorema di geometria elcmentare. [G. IL^ 
V. VI, pag. 371 (1868)]. 
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3094. K 16, K 17, L« 2 g. 

CASSANI (Pietro). Saggio elementare di gconietria della sfera. [G. B.^ v. IV, 
pp. 15-32, I3i-i49» a»3-237» 373-380 (1866)]. 

K 17. (Fedi n« 3094). 

3095. K18e, Klld. 

MOLLAME (Vincenzo). Teoremi di geometria. [G. J5., v, IX, 64-67 (187 1)]. 

3096. K 20. 

MALAGOLI (R.), NANNEI (Enrico). Le formole fondamentali per la trigono- 
metria della ellissi. [G. J?., v. XXVII, pp, 60-76 (1889)]. 

K 20. (Fidi n^ 3740, 348a). 

3097. K 20 a. 

DI LEGGE (Alfonso). Formole relative al seno c coseno della sonima degli 

archi. [G. A, V. IX, pp 377-379 (i«70]- 
K 20 £ (Fedi n^' 2878). 

3098. K 21 b. 

GARBIERI (Giovanni). Trisezione deH'angolo. [G. B., v. XV, pp. 111-112 
(1877)]. 

K 22. (Fedi n^ 3501). 

K 22 a. (Fedi n^ 3496). 

K22d. (Fedl n<> 3104). 

3099. K 23 a. 

UGLIENI (Marco) (•). I principii della prospcttiva lineare secondo Taylor. 
[G. B., V. Ill, pp. 338-343 (1865)]. 

3T00. K23a, Pld. 
REGIS (Domenico). Sopra un*applicazione del principii di onio!ogla alia prospet- 
tiva. [G. J5., V. VIII, pp. 222-22$ (1870)]. 

3101. K23a. 

MOGNI (Antonio). Sulla prolezione centrale. [G. S., v. XIII, pp. 186-197 (187$)]. 

K 23 a. (Fidi n^' 3 104). 

3102. K 23 c. 

PANTANELLI (Dante). Disegno assonometrico. Determinaztooe grafica ed ana- 

(') AiMgnunnui. 
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litica dei coefficienti di riduzione deirunlti degft atti ooordliiatl in funzioiie 
dei lati del triango'o traccia del piano di projeziooe sui piani coordhutL 
[G. B., V. VIII, pp. i6i.i6$ (1870)]. 

3103. K23a 

F. N. Del cambiamento dei piani coordinati nel cietodo delle proiezioni azooame- 
triche. [G. B., ▼. XII, pp. 154-160 (1874)]. 

3104. L>, K22d, K23a, V7. 

CREMONA (Luigi). Notizia bibliografica sulle: cCEuvres de Desarj^ues 
r^unies et analysdes par M. Pondra* (*> [Q. B^ ▼. II» pp. iis-iai 
(1864)1. 

3105. L', K 6 a. 

D'OVIDIO (Errico). Nuova esposizione della teoria generale delle curve di 
2^ ordine in coordinate trilineari. [G. £., V. VI, pp. 46-66, 190-216, 259-iS3 
(1868); v. VII, pp. 1-16 (1869)]. 

3106. L'la. 

JANNI (Vincenzo). Teoria geometrica delle curve del 2® ordine. [G. B^ v. I, 
pp. 7-10, 77-81 (1863)]. 

L* 1 a. iF$di n« 3060). 

3107. L'lb. 

DEWULF (fidouard). Note sur les demonstrations de deux thtor^mes doonto 
par M. Cremona dans ses iUmtnts de Giomitrie Projective, [G. B^ v. XIII, 
pp. 168-169 (1875)]. 

3108. L* la 

JANNI (Vincenzo), BATTAGLINI (Giuseppe). Quistione 1 3, e soluzione. [G.B^ 
▼. I, pp. 224, 369 (1863)]. 

3109. L'lc. 

HESSE (Otto). Cic!o di equizioni fra determinant!. (Generalizzazione analitica del 
tcorema di Pascal) (**> [G. B., v. XI, pp. 309-317 (1873)], 

311a L'lc. 
AMODEO (Federico). Teorema di geometria proiettiva. [G. B., v. XVIII, 
pp. IS-16 (1880)]. 



(*) Bitratta d«gU Aniuli di Matrm. pura ed appllcau. 

(**) Bstratto Jalle ditierusiooi delU R. AcciiemU Bavaret*. Traioslone del Dr. V « 1 e r i « n 1 
ValeriABO, 
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L'lo. iFidin'' 3190). 

3111. L'looc 

JANNI (Vincenzo). Sulla notizione abbreviata applicata al teoretna di Brian- 
chon. [G. B., V. II, pp. 253-255 (1864)]. 

L'ld. (Fedi ni 31 12, 3135). 

3112. L'lf, L'ld, BlOd. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme binarie dei primi quattro gradi apparte- 
nenti ad una forma ternaria quadratica. [G. B., v. V> pp. 39-56 (1867)]. 

3113. L'lf. BIO bo, B7a, B7f, L'17, L' 20. 

PITTARELLI (Giulio). Le coniche e le forme biaarie quadratiche e cubiche. 
[G. B., V. XXI, pp. 19.49 (1883)]. 

3114. L'li; B7a. 

PITTARELLI (Giulio). Gli dementi imaginiri delle forme binarie cubiche. 
[G. B., V. XXIII, pp. 368-373 (1885)]. 

L' 2. iFedi n« 2863). 

3115. L'2a. 

JUNG (Giuseppe). Intorno alia dimostrazione di un teorema fondamentale della 
teoria de' po!i e poUri nella Geometria projeUiva del prof. L. Cremona. 
[G. A, V. XIV, pp. 139-140 (1876)1. 

3116. L'2b, L'lO, L'a 

CREMONA (Luigi), BATTAGLINI (Giuseppe), Quistione 25, e soluzione. [G. B., 
V. I, pp. 319, 369.378 (1863)]. 

31 17. L'2o. 

D*OVIDIO (Errico> Dimostrazione d*un teorema del Capitano F a u r e. [G. B.^ 
V. I, pp. 28.29 (1863)]. 

31 18. L'2o. 

D'OVIDIO (Errico). Alcune loca'i. [G. B., v. I, pp. 265.270 (1863)]. 

31 19. L'2a 

PIETROCOLA (Carlo). Sopra alcune propriety di due triangoli reciproci rispetto 
ad una contca. [G. B., v. XXV, pp. 183.197 (1887)]. 

L' 8 a. (F$di n^" 3059). 

3120. L' 8 b. 

BATTAGLINI (Giuseppe), cd X. Quistione 1, e soluzione. [G. B., v. I, pag. 63 
(1863); V. II, pp. 30.32, 158.160 (1864)]. 

R$ml, On. Makm^ U XI» ptitt a\— ^tampato il 23 gconajo 1897. 6 
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3121. L' 3c, R2a 

CROCCHI (Leopoldo). Sopra g!i assi e i raggi vettori nclla ellissc [G, B.^ 
V. XII, pp. 37S-378 (1874)]- 

L'7d. (f^edi n** 313s). 

3122. L' 8 b. 

AMODEO (Fcderico). Fasci di omografic binarie e rappresentazione geometrica 
degli elcmenti imaginarii. [G. B„ v. XXVI, pp. 363-368 (1888)]. 

L'9. (^eif n** 3151). 

3123. L' 9 a. 

CREMONA (Luigi). Area di un scgmento di sczione coaica. [G. B.» v. I, pp. 360- 
364 (1863)]. 

L' 9 b. (Fedi n° 3485). 

3124. L' 9 c. 

PACI (Paolo). Sopra un*applicazione geometrica del la teoria delle funzioni ellit- 
tiche. [G. B.J v. XII, pp. 93-96 (1874)]. 

L'lO. (Vidi n° 3 1 16). 

3125. L'lOd. 

CERRUTI (Valentino), PITTARELLI (Giu'io), CAPORALI (Ettore). Ciue- 
stione 20 e soluzione. [G, B., v. X, pag. 362 (1872); v. XI, pp. 112-115, 
1 16-120 (1873)]. 

3126. L'lOd. 

RETALI (Virginio). Sopra uni proprieti foca!e del la parabola. [G. B., v. XXII, 
pp. 217-220 (1884)]. 

VH {Vidi no 3116). 

3127 UU. N4 2h. 
CREMONA (Luigi). Rivista bibliografica. Sulla teoria delle coniche (•> [G. B., 
V. Ill, pp. 60-64, 1 1 3-120 (186$)]. 

3128. LU2a 

BATTAGLINI (Giuseppe), JANNI (Vincenzo). Quistione 3, e soluzione. [G. B., 
V. I, pp. 63, 336-337 (1863)]. 

3129. L'12a 

FUORTES (Tarquinio). Sulle curve e sulle superHcie di 2^ ordine, che dividono 
dati segmenti armonicamente. [G. B., v. X, pp. 98-102 (tSji)]. 

T 

(*) Bitratto dt^li Aanali <U MfttMiattoi para ed applicaUf ▼. VI, 
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5I30. L'16£ 
CROCCHI (Lcopo'do), PITTARELLI (GiuNo), CAPORALI (Ettorc). Quistione x» 
e soluzione. [G. J?., v. X, pag;: 361- '(1372);. v. XI, pp. 43, ii2*ii$, ii6-iao 

(i873)l- 



V Ifi t (Fidi ti? jos6). 
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3131. LU6. 

DEL RE (Alfonso). Obblique c circo'i osculatori al!e coniche in relazione tra loro 
ed in relazipoe con altri eleipenti geometrici di cui sono casi partlqDlari. 
[G. A, V. XXII, pp. 75-117 (1884)]. 

L' 16. {FM ni 3050, 30$ It 3052). 

3132. L'16a, K7e. 

CREMONA (Luigi), BATTAGI.INI (Giuseppe). Quistione 23, c soluzione. [G.B., 
V. I, pp. 319, 369-378 (1863)]. 

3133. L'16a 

DESARGUES, JANNI (Vincenzo), BATTAGLINI (Giuseppe). Quistione 29 c 
soluzioni. [G. B., v. II, pp. 30, 49-51, 52-57 (1864)]. 

3134. L' 16 a, LM4a, K 9 a a. 

SIACCI (Francesco), CAPORALI (Eitore), PITTARELLI (Giulio). Quistioni 23, 
24, 25, 26, 27, 28, e soluzioni. [G. B., v. XI, pp. 121-122, 191-196 (1873); 
V. XII, pp. 78^9 (1874)]. 

3135. L' 16 a, L*ld, L>7d. 

VERONESE (Giuseppe). Teoremi e costruzioni di geometria proiettiva. [G. B., 
V. XVII, pp. 172.182 (1879)]. 

3136. L' 16 a, L'17e, OL 

FAZZARI (Gaetano). Alcuni teoremi di massimi e minimi relativi alle coniche. 
[G. B*, V. XXV, pp. 305-307 (1887)]. 

L' 16 a. (Fedi n^ 3057, 3167). 

3137. L' 16 b. 

GENOCCHI (Ax>«;e!o), ASCOLI (Gui'io). Quistione 61 e so!uzione. [G. B., v. V, 
pp. 122, 378-380 (18:67)]. 

3138. L* 16b, L'17a 

.AiSGOLI (Giulio). Ua tq^rema di geometria c la soluaiope .4* 
[G. B., V. V, pp. 378.380 (1867)]. ; i . ; 
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3x39. L' 17, BlOd. 

ROMANCE (L.), BATTAGLINI (Giuseppe). Quistioni 19, 20^ 21, 22, c solu- 
zioni. [G, B., v. I, pp. 318*319, 369-378 (1863)]. 

3140. L'17. 

D'OVIDIO (Errico). Problemi sulle coniche. [G. B., v. II, pp. 58-62 (1864)]. 

3141. L»17. 

BELTRAMI (Eugenio). A!cune formole per la teoria elemenure delle coniche. 
[G. A, V. IX, pp. 341-344 (X871); V. X, pp. 47-48 (1872)]. 

3142. L'17. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota sul rapporto anannonko sezionale e tangenziale 
delle coniche. [G. B., v. XII, pp. 193-200 (1874)]. 

L«17. (Firfln« 3113). 

3143. WI 9L 

CASSANI (Pietro). Sul triaogolo conjugato di due coniche. \G. B., v. VIII, 
pp. 200-201 (1870)]. 

3144. L' 17 a, L'lSb. 

MONTESANO (Domenico). Su due teoremi fondaroentali di geometria projettiva. 
[G. B., V. XXIII, pp. 28S-287 (i88s)]. 

3145. L' 17 b, L»17a 

D'OVIDIO (Errico> Sulle linec e superficie di 2^ ordine rispetto a cui due date 
linee o superficie di 2® ordine sono polari reciproche. [G. B., v. X, pp. 313- 
319 (1872)]. 

3146. L' 17 b, L<18a 

CROCCHI (Leopo!do). Sopra le coniche polari reciproche nei fosd di coniche. 
[G. B., V. XIV, pp. 83-92 (1876)]. 

3147. L'17d. 

TRUDI (Nicola). Sui teoremi del P o n c e 1 e t relativi ai poligoni iscritti e dr- 
coscritti alle coniche. [G. A, v. I, pp. 81-90, 125-126 (1863)]. 

3148. L' 17 e, L'2g. 

BATTAGLINI (Giuseppe), ed X. Quistioni 14, 1$, e soluzioni. [G. B., v. I, 
pag. 256 ((863); V. II, pp. 30-32, 158-160 (1864)]. 

3149. L' 17 e, L<19d. 

D*OVIDIO (Errico). Nota sopra due teoremi del sig. Mannheim. [G. A, 
V. VII, pp. 107*111 (1869)]. 
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315a L'17e. 

ANONIMO. Sopra due question! del Salmon nel Trattato delle coniche. [G, B.» 
V. VII, pp. 254.255 (1869)]. 

3151. L!17e, L'9. 

TANO (Florestano). Un teorema di geometria. [G. B^ v. IX, pag. 151 (1871)]. 

3152. L<17e. 

SCHROTER (Errico). Teoremi relativi alle coniche iscritte, circoscrittc c coniu- 
gate, (Traduzionc del Dr. G a e t a n o F a z z a r i). [G. A, v. XXII, pp. 262- 
271 (1884)], 

3153. L'lTe. 

FAZZARI (Gaeuno). Alcune relazioni fra i setniassi delle coniche. [G. B., v. XXIII, 
pp. 198-202 (1885)]. 

L'17e. {VM ni 3x36, 3138, 3337). 

L'18. (F#i/n« 3176). 

L' 18 b. (V$ii n^" 3144). 

3154. L'lSo. 

D£' ROSSI (Guido). Sulla locale del centri delle coniche che toccano due rette 
e passano per due puntL {G. B., v. VII, pp. 174-175 (1869)]. 

L'18o. {Vidi ti? 3146}. 

L'19. (F«if no 3163). 

3x55. L>19d, K2d. 
GENOCCHI (Angelo), ASCOLI (Glulio), PADOVA (Ernesto). Quistioni 60, 62, 
64, 65 e soluzionL \G. B., v. V, pp. 122-124, 165-169, 178-181 (1867)]. 

r L>19d. (FWn« 3149). 

3156. L'20oa, M'6g. 

TRUDI (Nicola), GAMBARDELLA (Filippo), ALLOCATI (AlessandroX REC 
CHIA (Gaetano), CREMONA (Lulgi). Quistioni 8, 9, 10, 11, 12, e solu- 
lioni. [G. B., V. I, pp. 91, 190-193, 254-256, 317-318 (1863)]. 

L» . {Vidi n*> 3274). 

3157. L'l, L>2, L*3, L'4, L'6, L>6, L'7, L'fll 

PITTAREI4.I (Giulio). Osservazioni sulle quadriche in coordinate di pianL [G. B^ 
V, XIII, pp. 204-22$, 298-322 (187$)]. 



4$ tfiPsaTouo hnuoGaikttibb, 

L» 1 a. (Fidi n** 3060). 
L» 2 g. (Fedi n° 3 148). 
L* 3 a (Fedi d? 2864). 

3i$8. L'4a. 
BATTAGLINI (Giuseppe). Quistione di Geometria. [G. B., v. V» pag. 192 

(1867)]. 

3159. L'4b. 

BATTAGLINI (Giuseppe), ed X. C2.uistione 2, c soluzione. [G. B., y. I, pag. 63 
(1863); V. II, pp. 30-32, i58-i6o (1864)]. 

L*6. (Fedin'' 3157). 

L*e. (Fedi n'' 3157). 

3160. L*6b. 

BELTRAMI (Eugenio). Soluzione d*un problema relative alle superficie di se> 
cond'ordine. [G. B,, v. I, pp. 68-73 (1863)]. 

L* 7. (Fidi ni 3157, 3407). 

3161. L' 7a, R4a 

CAYLEY (Arturo), D'OVIDIO (Errico), TORELLI (Gabricle), BATTAGLmj 
(Giuseppe). Quistione 45, e soluzioni. [G, J?., v. Ill, pag. 320 (i86j)i v. IV, 
pp. 54.64, 93-95 (1866)]. 

3162. L*7a 

MOGNI (Antonio). Di una propriety deiriper|)oIoide. [G. B,, v. iV, pp. 321-326 
(1866)]. 

3163. LMO. VI9. 

MAGLIQLI CFortupato). SuJIa teoria dcUe quadricbe omofocali dal pupto da vista 
sintetico. [G. A, v. XVI, pp. 305-340 (1878)]. 

L* U b. 'Fedi n** 3466). 

3164. L'Ud. 

LYME RYEW (M.). Sulle linee di curvatura delle superHcie di secqi^'ordine. 
\G. J?., V. XI, pp. iii«ii2 (1873)]. 

L«Ud. (r#ii nO 3176). 

L* 13 b. (Fedi n** 3471). 

3165. L> 14 a. 

D'OVIDIO (Errico). Sopra un problema 4i geot^etria. [G. f.^ v. f, pp. 183-186 
(186})]. 
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3166. L' 14 a, M^3h. 

CASSANI (Pietro). La quadHca dei do<jlici punti e ricerche che le dl co'Ilegahd 
[G. B., V. XVII, pp. 202-2x7 (1879)]. 

3167. L' 14 a, L'16a. 

DEL RE (Alfonso). La quadrica dei dodici punti e la quadrica dei dodici piani. 
[G. B., V. XXII, pp. 22 1-23 s (1884)]. 

L*14a. (Vedin^ 3134). 

3168. L' 17 a, L*l7t. 

STAMMER (Guillautne). Recherches sur les surfaces du second degri, qui se 
coupent suivant deux courbes planes, du qiii sont enteloppto par deux 
cdnes communs. [G, £., v. Vl, pp. 153-165 (i868)|. 

L*17b. (Vedi n« 3168). 

LM7a (redin'' 3145). • 

3169. LM7d. 

JANNI (Vincenzo). Dei diametri conjugati paralleli nel sisteroa ii due Superdcie 
di 2^ grado. [G. B., V. I, pp. 223-224, 280-282 (1863)]. 

3170. L»17h, N«li, N'lj. 

ASCHIERI (Ferdinando). Sopra una corrispondcnza di rette fra loro e di punti 
fra loro. [G, B,, v. XIII, pp. 328-336 (1875)]. 

3171. L*18. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Noti sul rapporto anarmonico seziona^e e tahgenziale 
delle qaadriche. [G, B., v. XII, pp. 266-276 (1874)]. 

L*19o. (r#ii no 3376). 
L*20. (Fedin'' 3x13). 

3172. L' 21. 

CASSANI (Piitro). Sopra alcune propriety deile quadriche. [G. B., v. XIV, 
pp. 146-150 (1876)]. 

L*2L (Vidin'' 3157). 
t'21a. (Fidin'' 3338). 

3x73. M«% V9. 

RUBINI (Raffaele). Bibliografia. Sulla Introduzione id una tedria geometrica 
delle curve piane pd Dr. Luigi Cremona. [G. B., v. I, pp. 93-96 
(X863)]. 



4$ AIPBRTOMO BIBUOGtAPlOO. 

3174- »• M*» P. D8. B4. 

D£ BERARDINIS (G.), FUORTES (Tarquinio). Relazione del corsi dl geome- 
tria superiore, c d*ana!isi superiors nella R. University da Napo!i negli 
anni 1870-1871. [G. B., v. IX, pp. 333*358 (1871)]. 

3175. Via, P4a 

BERTINI (Eugenio). Sulle curve razionaU per le quali si possono assegiure 
arbitrariaroente i puati multipli. [G. B.» v. XV, pp. 339*33$ (1877)]. 

3 176. M' 1 d, L> 18, L< 7 d, L* U d. 

WEYR (Erai'io), IS6 (Ernesto), CROCCHI (Lcopoldo), CASSANI (Pietro), 
RYEW (Lyme). Quistioni 6, 7, 8, 9, e soIuxionL [G. B., v. X, pp. 189, 
336.339, 394 (1873); V. XI, pp. 1II.I13 (1873)]. 

3177. IPld, M>le. 

FIERI (Mario). Sopra alcuni problem! riguardanti i fasd di curve e di super- 
ficie algebriche. [G. B., v. XXIV,' pp. 13-33 (1886)]. 

3178. irii 

ASCX)LI (Giulio). Alcani teoremi sopra le curve plane algebriche. [G, B^ v. V» 
pp. 358.366 (1867)]. 

3179. M' 2. 
TCXjNOLI (Oreste). Le funzioni afgebriche studiate geometricamente. [G. B., 
V. XXII, pp. 308-331 (1884); V. XXIII, pp. 347-363, 345-365 (1885)]. 

3t8aM'2a. 
WEYR (Erailio). Intorno alle invo!uzioni di grado qualunque. [G. B., v. X, 
pp. 165.169 (1873)1. 

M' 2 a a. (Kcii ni 3804, 3838, 3839).^ 

3181. IP2ap, Bla 

RETALI (Virginio> Sul sistemi di punli in linea retta. [G. B., v. XXI, pp. x6- 
18 (1883)]. 

3182. ir 2 h. 

BERTINI (Eugenio). Nuova dimostrazione del teorema : « Due curve punteggiate 
projettivamente sono dello stesso genere p ». [G, B^ v. VII9 pp. 105-106 
(X869)]. 

3183. M* 2 h, Ms Id. 

TOGNOLI (Oreste). Sulla teorica dcUa involuzione. [G. B., v. XX, pp. 370-386 
(1883)]. 
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WEYR (BmSm), Salic cbtpc mk -gnrng? fc S2*s-*i3±. JG. 5^ t. IX, 

3i9aLVSa. VSa. I^lc. P4kw 

AMA!ffZiO (Hnrrwn). A:cD9e ^ 'gcc ik si i^Ie cirre ii s"" « 4"" ordioe. [G, IT., 

T. xnr. pp. 4^3 O*;^)]. 

3191. WBwl 

ANELU (Pouipai). Sopn le carre piane del terz'ordine oon «a punio doppla 
[a. JU T. X¥I. pr. Id4-|7« <iS7«)J. 

3192. V5a, M'6a, Q2. 

ZECCA (GtoTaimi). Sopra uai c!asse di carre raxiOQili. [G; A» ▼. XX V, pp. 555- 

3193. IP 6 a. 

CERTO (Luigi). Suite forme di terzo grado generate da du^ M\m olenicntari 
pfdttltiVc dl p^ittid b di seomdo grtdo df an piano o dl utM itella. [Q, A, 
v: XXVI, pp. 41-^f (18S8)]; 

3194. M' 6 a, B7£ 

T^IELU (Gihtmc). Su iqaalche proprieti defle curfo pUfM dcit Itfri'ortflllii 
Ibrnhe d*att puato doppio. [G. B., v. XXVI, pp. I7»*I77 {i^^)\* 
Rmd. Circ* Makm^ U XI, parte a*.— Sumpato II a; g«itii«)o ily/. 7 



so lIFlftTOllO BIBUOOXAVIOO. 

M> 6 a. {JTM n^" 2804). 

3195. IP 6 b. 

INTRIGILA (Carmelo). Studio geometrico suIl*ipocicloide tricospidc \G. IL, 
V. XXIII, pp. 263.284 (1885)]. 

M* 6 b. {yM n« 3207). 

3196. M*6o«. 

WEYR (Etnilio). Alcuoi teoremi iotorao alia c jocaU h noiud ». [G. &, ▼. IX, 
pp. 2$9-26i (1871)]. 

3197. M' 6 d. 

TCXjNOLI (Oreste). Sopra un tnodo di generazione delle cunre plane di terz'or- 
rdinc [G. A, v. XI, pp. 378-380 (1873)]. 

3198. M' 6 e$, M'6ip. 

CREMONA (Luigi), D'OVIDIO (Errico), SALVATORE-DINO (Nico'a> Qui- 
stioni 41, 42, e so^uzioni. [G. jB., v. II, pp. 256, 3i7-3i9» 319*320 (1864)]. 

3199. M* 6e8. 

TORELLI (Gabriele). Un teorcma sulle curve del 3** ordine. [G. B., v. XXVI, 
pp. 327.328 (1888)]. 

M«6g. (Kftli nO 3156). 

3200. M>6ga, P4b, P4d, P4£ 

MARTINETTI (Vittorio). Ricerche sulle curve plane del terxo ordine. [G. Bn 
V. XXIII, pp. 37-47 (18S5)]. 

IP 61 p. {Fedi n» 3198). 

3201. M' 6 i Y. 

SALVATORE-DINO (Nicola). Sulle curve di terzo grado. [G. B., v. I, pp. 334- 
336 (1863)]. 

3202. ir 5 i y. 

D*OVIDIO (Errico). Sulle curve del 3^ ordine circoscritte ad un quadrilatero 
completo. [G. B., v. X, pp. i6«32 (1872)], 

3203. M' 6 b. 

SYLVESTER (James Joseph), CREMONA (Luigi). BATTAGLINI (Giuseppe). 
Quistione 27, e soluzicni. [G. B., v. II, pp. 29, 78-85, 86-91 (1864)]. 

3204. M' 6 b. 

BRIOSCHI (Francesco), D'OVIDIO (Errico), SALVATORE-DINO (Nicola). 
Quistione 40, e soluzioni. [G. B.^ v. II, pp. 256, 3i7*3i9> 319-320 (1864)]. 
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3^05. ir 6 J. 

SYLVESTER (James Joseph), CREMONA (Luigi), BATTAGLINI (Giuseppe), 
D'OVIDIO (Errico), SALVATORE-DINO (Nicola). Quistione 26, e solu- 
xionL [G. B., v. II, pp. 29, 78-85, 86-91, 104-109 (1864)]. 

5206. M* 6 k. 
SALVATORE-DINO (Nicola). Sulle curve di terxo grado. [G. B., v. I, pp. 187-. 
_ 190 (1863)]. 

3207. W 6k, we h, W 6 b. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sopra una curva di terza classe e di quarfordine. 
[G. B.t V. IV, pp. 214-222 (1866)]. 

ir 6 k. iVidi n« 3209). 

WBWL (Vediu? 3190). 

M' 6 b. (yai vs 3207, 3261). 

3208. IF 6 b a. 

CHINI (Mineo). Una propriety dollc lemaiscate di B e r n o u 1 1 i. [G. B., v. XXV, 
pp. SI-S3 (x837)]. 

3209. M> 6 b, M' 6 k, F 8 g. 

PITTARELLI (Giulio). Le lumache di P a s c a I.— Nota I, Nota II. [G. B., v. XXI, 
pp. i4$-i68, 173*212 (1883)]. 

3210. M' 6 L 

SARDI (Giro). Nota su una rete di biquadratiche. [G. A, v. VI, pp. 217-238 
(1868)]. 

W e I. (Fidi n? i^i^y, 

3211. IP 7 a. 

FRATTINI (Giovanni). Equazione di certe curve del quint'ordine. [G. B., v. XVI, 
pag. 377 (1878)). 

32x2. M' 8 a. 
CREMONA (Luigi), ARMENANTE (Ange!o). Quistioni 33, 34, e soIuzionL 
[G. B., V. II, pag. 91, (1864); V. Ill, pp. 81, 31S-320 (186$)]. 

3213. M' 8 d. 

BASSANI (Anselmo). SuIIe curve r^costnO s a"*. [G. B., v. XXIV, pp. 23-43 
(1886)]. 

3214. M' 8 g. 

BURALI^FORTI (C^sare). Sopra un sistema di curve che dividono in n parti 



eguali gli archi di circolo che passano per due punti fisfLfd. JL, JK.fOCVII, 
pp. «53-i^ (1^9)1. 

3215. M*l. 

TOGNOLI (Oreste). Sopra ua'estensione di propriety spettantf a curye algebn* 
che plane di un ordiae qua1unque» alle superfide algebriche di qualunque 
grado. — Dimostrazione d*un teorema di geometria* [G. B^ v. VIl( pp. 166- 
199 (1870); V. IX, pp. 366.370 (l^7/)3h. 

3216. IP 1 a. 

ARZELA (Cesare). Sopra alcune applicazioni di una Ibrmola data da JacobL 
[G. B., V. IX, pp. 32-37 (1870]. 

3217. M*la, M*le. 

TCXjNOLI (Oreste). Osservazioni geometriche. [G. B.^ v. IX, pp. 68-75, 192 
(1871); V. X, pp. 147-148 (i87aM. 

3218. M'la. 

PADOVA (Ernesto). SuUa generazione delle superfide mediante reti projettitt. 
[G.B., V. IX, pp. 148-150 (1871)]. 

3219. M* 1 e. 

TOGNOU (Oreste). Kota vaA numero delle superfide di luu retc, cIm'Iuuum) 
un contatto tripunto colla curva d*intersezipo9 di due tMperfidc ^IgeMdie. 
[G. B., V. IX, pp. 188-192 (1871)]. 

Via. ifStdi 4> 3177, 3217, 3220}. 

3220. M' 2 o, M' 1 a. 

RINDI (Scipione). Alcune propriety delle mp^cie c dti sistcml di superficie. 
[G. B., V. XXIV, pp. 94-105 (1886)]. 

3221. M^ 8 a. 

NICODEMI (Rubino). Intomo alle superfide gobbe di 3'' gra4». [G. j|.» 9> XXI, 
pp. 270.274 (1883)]. 

3222. M* 3 b. 

CASSANI (PietfO). laton^ a]U ^apeicficie <k) |f 9tdhD(tu [G. B.. v. XXU, 
pp. 51-61 (1884)]. 

M^8h.(r#rffn?3x6fl, 
M>4d. (Fedi ni 3241, 3356). 

3223. M*4L 
PiITAR£LLI (Giulio). Intmao ad ant qalstiQDt fpopoila 4a Faafa. fptmnWm 

AmuUeSt gennaio 1874). [G. B., v. XII, pp. 176-178 (1874^ 



3224. M> 4 i S. 

ALLOC ATI (Alessandro). Dimostrazione di un tcoMma iti Til la rx emu. 
[G. B., V. I, PR. a»4r%d^ («W3)J- 

3225. M*4i8. 

HUO&XES <T^rquinio). ^iiU^ cufM .itMoltffMiiiQfie .delia jicr» ool 'Jor** s -iOfura 
una notevole propriety di quest'ultima superficie. [G. B., v, XII, pjL 146^147 

(1874)]. 

3226. M* 4 i $. 

FUORTES (Tarquiaio). Le sezioni piaae nel toro. [G. B., v.X, fag.^ (1872). 

M«4L (Fidi n'' 3356). 

3227. M* 4 m. 

EypL RE <AJftw\s9jj, *PSJ (tu^gi> (ittisiiw i7 P f^^wwt. [G. B., x. XXV, 
pag. 179 (1887); V. XXVII, pp. 164.167 (1889)]. 

M' 6. iFidi ni 3229, 3230). 
M* 7 a. {V$dt H» 32j3% 

3228. M» 7 b. 

ASCHIERI (Ferdinaodo). Sopra una superficie gobba delVottavo grado t di £e- 
nere zero. Applicazione del teoremi dati sui slstemi d] rette chp passano per 
una retta fissa. [G. B., v. Xii, pp. 129-135 (1874)]. 

3229. M' 7 o, M> & 

8AL¥ATORE-I>iKO (Hicoia). StiHa fviliippabne M 5* •rdine. {O. B., t. HI, 
pp. 100-107, 13>-I4a 0865)1. 

3230. M* 7 o, M* 6. 

D*OVIDIO (Eriico). Dimostrazione di alcuni teoremi sulle luperikie syiluppabili 

4i 50 osdinf fn^^Qi%]i 44} prof, Cr^mom^, [G. 9^ v. Ill, pfi k^iih 
184*189, 214*218 (1865)]. 

K)L (Fei/n^" 3350). 

3231. M' la 

QLifTQMfi (AA4r«4> T^f¥Pm mii« wv« go^bo. ((;.B^ v. XXV, m. fot^ioi 

(1887)]. 

.K)1«L (r«lla« 3i8t). 

3232.IM3 4 % 

WSYK^fEioiUsOU (oMMQ alle oiunM gehbe raaioiuU. [G. IL, y. % yp, 117*222 
(1871)]. 



$'4; ItlPkltOUO BlteJOQRA^lOO. 

3233. M' 4 a, M*7a. 

TOGNOLI (Oreste). A'cuneconsiJcrazioni sulla georaetria delle superficie e curve 

gobbe di genere zero. [G. B., v. XI, pp. 180-191 (1873)]. 

3234. M' 4 a 

TOGNOLI (Oreste). SuIIe curve gobbe razionali. [O. B., v. XII, pp. 220>2a8 

(1874)]. 

M) 4 a. (Fidi ni 2804, 5186, 5187). 

3235. M) 6. 

CREMONA (Luigi). Un teorema suUe cubiche gobbe [G. B,^ v, I, pp. 278-280 
(1863)]. 

3236. M' 6. 

CREMONA (Luigl). Sulla projezione iperboloidica di una cubica gobba (*)• [^« ^*» 
V. II, pp. 122-126 (1864)]. 

3237. M' 6, M' 6 h a. 

CREMONA (Luigi). Nuove ricerche di geometria pura sulle cubiche gobbe, ed 
in ispecie sulla parabola gobba (^). [G. B., v. II, pp. 202-210 (1864)]. 

3238. M) 6, B 7 £ 

PITTARELLI (Giulio). La cubica gobba e le forme binarie quadratiche e cu- 
biche. [G. B.y V. XVII, pp. 260-309 (1879)]. 

3239. MS 6, B 7 C 

D'OVIDIO (Errico). Studio sulle cubiche gobbe mediante la notazione simbolica 
delle forme binarie C*). [G.B., v. XVII, pp. 310-338 (1879)]. 

MS 6. (F#i/ n^" 2804). 

3240. MS 6 £ 

CANTONE (Andrea). Un teorema sopra la cubica gobba. [G. B., v. XXV, 
pp. 42.44, 182 (1887)]. 

MS 6 hoc (Fidin^ 3237). 

3241. MS 6a, M>4d. 

ARMENANTE (Angelo). Sulle curve gobbe razionali del quarto ordine. [G. B., 
V. XI, pp. 221-232 (1873); V. XII, pp. 250-265 (1874)]. 



■ p 



(*) BstrAtu dtgli Aniuli 4i lf«tem. par* td Applioiu. 
(**) Bstratto dalle memorie dell* Ace. delle ec. di Bologn*, t. !!» t. III. 

(***) (Xnetto tcritto k no repido sunto di ao Uvoro dello ttetto Utolo priMntato all*Aecftdemia 
dcUe Sciease di Torino il 9 lUrso 1S79. 
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V 6 a. (Vidi ni 2804, 3192). 
M'6b. {VedixiP 3356). 

3242. M4 by R 4 b. 

PADELLETTI (Dino). Nota suUa cateoaria. [G. B., v. XIX. pp. »iS»55a 
(1881)]. 

3243. M4 m. 

RUIZ DE CARDENAS (Achille). Intorno aU'epiciclolde sferica. [G. B.« v. XII, 
pp. 3 1 3-3 > 9 0«74)1- 

IT . (FWI n*> 3493). 

N'L (^#i/ nJ 3389, 3390, 3398, 3400, 3408, 3409> 

3244. N' 1, N* L 

J ANNI (Giuseppe). Esposizionc della nuova geometria di P I u e c k e r« [G. B.^ 
V. VIII, pp. 302*326 (1870)]. 

3245. N'la. 

TCXjNOLI (Oreste). Intorno ad alcune question! general! sulla teoria de! corn- 
plessi r!so!ute col metodo geometrico puro. [G. B., v. IX, pp. 19*31 (1871)]. 

N'la. (Fidin^ 3252). 

3246. N' 1 b. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Intorno a! sisteml d! rette d! i^ grado. [G. B., v. VI, 
pp. 24.36 (1868)]. 

3247. iri b. 

ASCHIERI (Ferdinando). Sopra i sistem! di rette. [G. B., v. X, pp. 343-346 
(1872)]. 

IT 1 b. (F#i/ n« 325 5). 

3248. N' 1 o. 

ASCHIERI (Ferdinando). Sui sistem! d! rette nello spazio. \G. B., v. XI, pp. 107- 
109, 246-249, 340.348 (1873); V. XII, pp. 15.21 (1874)]. 

3249. N' 1 e. 

BERTINI (Eugenio). Sui complessi d! 2** grado. [G. B., v. XVII, pp. 1-8 (1879)). 

3250. N' 1 b. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sui complessi di secondo grado. [G. B., v. XVIII, 
pp. 1.14 Ci88o)J. 



N'lh. (F«^n« 3356>' 

3251. N>1L 

BATTAGLINI (Giuseppe). Intonio ai sistemf di rette di a^ grado. [G. B., y. VI, 
pp. 239.258 (i868); V. VII, pp. 55^$ (1869)^ 

3252. It^li 

ASCHIERI (Ferdinando). Sopra un complesso di 2^ grado. [G. A*; ▼• Vm, 

PP- 35-37 (1870)]. 

3253.1^11, iti^ 

ASCHIERI (Ferdinando). Sopra un complesso del 2^ ghitfo: (knitiSbke geome- 
trica det complessi del i^ grado. [G. B., v. VIII, pp. 229-ft|4 (1870)]. 

N'lL (F$dini 3170, 3356). 

3254. N« Ij. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Intomo ai sistemi di ret A 6h ghkdd ' qialunque. 
[G. Bl, V, X pp. $5-75 (iiii)l 

ITlj. (FW^n« 3170). 

N' 8 a au (Fki; &<" 3356). 

1** L (Kdr tio 3244); 

3255. N*lc, N'lb. 

ASCHIERI (Ferdinando). Nozioni pr^Iiminari per la geometria projettiva dello 
spario rigato. Nota I. [G, B., v. XVI, pp. 346-363 (1878)]. 

N« 1 a (Ftdi D? 3376). 

32$6. N) b. 
BATTAGLINI (Giuseppe); Sui conm^ teraaril dl x* ordMe dl t"^ tUt^ 
[G. A, V. XX^ pp. 230-248 (1882)]. 

3257. N'd. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sui connessi ternarii di 2^ ordine e di a* classe in 
involuzione semplice. [G.B., v. XIX, pp. 316-327 (x88i>]. 

3258. N) d; 

AMODEO (Federico). Sopra un partico!are connesso (2, 2) con due punti singo- 
lari e due rette singolari. (Memoria geometrica che fa s6gdiio 1 -qifella sulle 
cdnkhe biUb^ti'a doe cottkHe). [G,-Bii v. XXV^ pp. 311^3 3^ (Mff\, - 

3259. N3 d. 

PANNELLI (M): SuS cooaetst tertiari dl ^^ ordioe • di a^claise hf iar^lt- 
zione doppia. [G. B., v. XXVI, pp. 1-20 (x888)]. 
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3260. N^ la, NU b. 

BURALI-FORTI (Ccsarc). Sui sistcmi di conkhe. [G. B., v. XXIV, pp. 309-333 
(x886)]. 

N* 1 b. (Fidi n« 3260). • 

3261. N4 lb, M' 6 b. 

HIRST (T. A.,) ARMENANTE (Aogelo). Quistione 35, e soluzione. [G. B., 
V. II, pag. 160 (1864); V. Ill, pp, 47.50 (i86s)]. 

3262. N4 1 b. 

INTRIGILA (Carmelo), LAUDIERO (Francesco). Dimostrazionc d'un teorcma 
di Faure. [G. J?., v. XIX, pp. 245-2$ 7 (188 j)], 

3263. N^lboL 

AMODEO (Federico). Sulle coniche bitangenti a due conicbe. [G. B^ v. XXIV, 
pp. 34^353 (iW6)]. 

3264. N^ld. 

BURALI-FORTI (Cesare). Sui sistetni t volte infioiti di quadriche. [G. £., 
V, XXrV, pp. 334.345 (1886)]. 

3265. N^le. 

JONQUIfeRES (E. de). Corrbpondenza. [G. B., v. I, pag. uS (1863)!. 

3266. N^le. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle serie di curve di indice ^ualunque. \G. B., v. I, 
pp. 170-174 (1863)]- 

3267. N^le. 

J0NQ.UI£RES (£. de). Thfor^mes foodaraentaux sur jes series de courses et 
de surfaces d*ordre quelconque. [G. B^ v. IV, pp. 45*53, 212-213 (1866)]. 

3268. N4 1 e. 

J0NQUI£RES (E. de). Note sur les series de courbes i double courbure. 
[G. B., v. IV, pp. 210-21 1 (1866)]. 

3269. N^ 1 e. 

ASCOLI (Giu^io). Sopra un teorema di Jonquil res. [G. £., v. V, pag. 377 
(1867)]. 

3270. N^ 1 e. 

TOGNOLI (Oreste). Sui sistemi di curve pianc. [G. A, v. XIU, pp. 359-362 

('875)J. 

Hind. Circ. MaUm.9 U Xt, (Udrte 2^«--Sulllp«^ il }o jfeooajo 1897. 3 
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3271. N^le. 

MURER (Vittorio). Sulle serie razioni!! di supcrficie algebriche. [G. B., v. XXIV, 
pp. iod-123 (1886)]. 

3272. N^ e. 

MURER (Vittorio). Sulle serie di superficie d'indice 1 e 2. [G. B,, v. XXV, 
pp. 363.366 (1887)]. 

3273. N* 1 e. 

MURER (Vittorio;. Le serie algebriche di superficie ad indice 3. [G. B., v. XXVI, 
pp. 178-180 (1888)]. 

3274. N* 2, L* . 

CREMONA (Luigi), RAJOLA (Luigi). Quistione 44, e soluzione. [G. A, v. Ill, 

pp. 64, 81, 149 (1865); V. V, pp. I2I-X22, 162 (1867)]. 

3275. N^ 2 h. 

CREMONA (Luigi). SuIU teoria delle coniche. [G. B., v. I, pp. 225-226 (1863); 
V. II, pp. 17.20, 192 (1864)]. 

N4 2h. (fVdl n^' 3127). 

OUFMo? 3136). 

3276. O 2 a. 

CROCCHI (Leopoldo). Teorema di Geometria. [G. B., v. X, pp. 302-303 (1872)]. 

3277. O 2 a. 

RETALI (Virginio), MINOZZI (Achille). Quistioni 30, 31, 32, 33, 34, e so'u- 
zioni. [G. A, v. XII, pag. 338 (1874); v. XIV, pp. 93-96 (1876)]. 

3278. O 2 a, O 6 a, O 6 b. 

DAINELLI (Ugo). Relazione fra Tarea e il perimetro, fra il vo!ume e la super- 
Hcie, fra i monieoti, fra le coordinate dei centri di graviti per g)i spazi li- 
mitati da linee e superficie che hanno Tequidistante della loro stessa natura. 
[G. B., V. XVI, pp. 279.297 (1878)]. 

O 2 a. (F$di n? 3437). 

0208. (fVi/n« 2953). 

3279. O 2 d. 

RETALI (Virginio). Sui centri di graviti di alcunc curve piane. [G. B., v. XII, 

pp. 3^^337 (1874)]. 

3280. O 2 £ 

CERRUTI (Valentino), CAPORALI (Ettore). Questione 19 e soluzione. [G. P., 
V. X, pag;. 362 (i872);>v. XI, pp. 116*120 (1873)]. 
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▼. T. yjc 21.23 (lie;)}. 
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db2 Prodi Beltrami) a pag. 21 de^ xcC \\ (Ik ^ v^ \\ yifk l^t^l 
(i«67)l. 

O 3 k. (FOi ni )2S9» ji^o, $|i|> 
03d. (FUTii* |)86>. 



O 3 £ iFedi n^" 3296). 

3291. O 3 g, O 2 L 

PIRONDINI (GeminianoV Sulle curve oscuIatricL [G. £.» v.XXVI, pp. 257-302, 
380 (1888)]. 

3292. O 3 i, O 3 J. 

BIANCHI (Luigi). Sulle curve a doppia* curvatura. [G. B,, v. XXI, pp. 222-233 
(1883)]. 

O 3j. {Fedi ni 3297, 33x2. 3343). 

3293. O 3 k. 

CESARO (Ernesto). A proposito d*un problema sulle eliche. [G. B^ v. XXIV, 
pp. 46-4^ (1886)]. 

OSk. (Fedin^* 3309). 

3294. O 4. 

PIRONDINI (Geminiano). Sulle superficie rigate. [G, B., ▼. XXV, pp. 25-41, 

115-154 (1887)]. 

O 4 c. (Fedi n^" 3296). 

3295. 4d. 

DINI (Ulisse). Di alcune propriety delle superficie rigate. [G. P., v. Ill, pp. 281- 
297 (1865)]. 

3296. 04 d, 4c, O8I; 4h. 

CIANI (Edgardo). Le superficie rigate inerenti a una linea a doppia cunratura. 
[G. B., V. XXVII, pp. 233.264 (1889)]. 

4d. (fVit n^' 3312). 

3297. 4g a, 8j. 

RAZZABONI (Amilcare). Sopra alcune superfide gobbe applicabilL [G. B^ 
t XXI, pp. 92-109 (1883)]. 

04 go. (Ftdi n<» 3312). 

3298. 4h, 6£ 

DINI (Ulisse). Sulle superficie gobbe, che possono essere rappresentate da un*e- 
quazione data a derivate parziali del second'ordine, e applicazloni alia ricerca 
di quelle, i cui raggi di curvatura p, ^ verificano una delle relazioni 

4-+-T"=*^ ? = *» P + f' = *«» p — f/eiaiii, 
essendo m una costante. [G. £., v. Ill, pp. 321-} 37 (1865)]. 
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3299. O 4 h. 

DINI (Ulisse). Sulle saperficic gobbe, che soddisfaoo a date equazioni alle dcri* 
vate parziali del secofxTordine. [G. B.9V. IV, pp. 305-318 (i866)]. 

4h. ^Fidi ni 3296, 3309, 331a). 

3300. OS, O 6, 07. 

BELTRAMI (£ageiiio> Ricercfae di analisi applkau alU geometria. [G. B^ v. II, 
pp. 267-282, 297.306, 33i-339» 3$ 5-375 (1864); v. HI, pp. 15-22, 33-4if 32-91, 
228-240, 311*314 (1865)]. 

3301. O K. 

DINI (Ulisse). Sulla teoria delle soperficle. [G. B^ v. Ill, pp. 65-81 (1865)]. 

O 6. (Fidi n"* 3284). 
O 6 a. iFidi nO 3278). 

3302. 6b. 

TORELLI (Gabriele). II teorema di V i v i a n i suIIa pseudosfera. [G. £., v. X, 
pag. 128 (1872)]. 

3303. O 6 bi 

CROCCHI (Leopoldo). Analogue dell'enunciato del V i v i a n i. [G. B., v. XIII, 
pp. 170-174 (1875)]- 

3304. O 6 b. 

BORLETTI (Francesco). Area delle superficie curve. [G. B., v. XXII, pp. 207- 
210 (1884)]. 

O 6 b. (FeU n? 3278). 

3305. O 6 e. 

BELTRAMI (Eugenio). Dimostraztone di due fonnole del sig. Bonnet. [G. A, 
V. IV, pp. 123-127 (1866)]. 

3306. OSgoE, OGry. 

PIRONDINI (Geminiano). Sulle linee di curvatura e suIIe superficie che ammet* 
tono una evoluta comune. [G. B., v. XXII, pp. 272-303, 377 (1884)]. 

3307. O 6 1, O 6 a, O 6 p. 

NANNEI (Errico). Le superficie ipercicliche. [G. B., v. XXVI, pp. 201-233 
(1888)]. 

3308. O Sloe 

PIRONDINI (Geminiano). Sulle superficie le cui linee di curvatura d*un sistema 
sono piane. [G, B^ v. XXII, pp. 1 18-129 (1884)]. 
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3309.0610, 4h, 3k, 6a. 

PIRONDINI (Gemlniano). Rottiiica dl un tcorenia e dimostrazione di a^cuni teo- 
remi geometricL [G. B., v. XXIII, pp. 222-a29 (1885)]. 

6ia. (yidtn"* 3312). 

3310. 6ip. 

CHINI (Mineo). Sopra una c'asse di superficic [G. B., v. XXVII, pp. 265-273 
(X889)]. 

3311. O 6m, O 6h. 

FRATTINI (Giovanni). Alcune formole spettanti alia teoria indnitesimale delle 
superficic. [G. B., v. XIII, pp. 161-167 (1875)]. 

3312.06m, 03j, 04d, 049a, 04h, 06ia. 

PIRONDINI (Geminiano). Studi geometrici relativi specialmente alle super ficie 
gobbe. [G.B., v. XXIII, pp. 288-331 (1885)]. 

O 6 m. iVedi n<> 2969). 

3313. O 6n. 

DINA (Carlo). Sopra una curva particolare giacente sopra una superficie In ge- 
nerale. [G.5., v. XIX, pp. 298-310 (i88x)]. 

O 6. (Fedi n<> 3300). 

3314. O 6 a. 

BIANCHI (Luigi). Ricerche sulle superficie elicoidali. [G. B., v. XVII, pp. 9-39 

(1879)]- 

O 6 a. (Fedi ni 3307, 3309). 

331$. O 6e, OS. 
PIRONDINI (Geminiano). Sopra alcune superficie e curve. [G. £., v. XXVI, 
pp. 3Sa-362 (1888)]. 

6£ {Fidi ni 3298, 3373). 

3316. 6g. 
DINI (Ulisse). Sulle superficie di curvatura costante. [G. B., v. Ill, pp. 241-2S6 

(1865)1. 

33x7. O 6 g. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulla superficie di roUzione che serve di tipo alle su- 
perficie pseudosferiche. [G. P., v. X, pp. 147-159 (1872)]. 
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3318. O 6g. 
BIANCHI (Luigi). Sulle superficie a curvatura costante positiva. [G. £., v. XX, 
pp. 287-292 (1882)]. 

33x9*0 6 g, OSk. 

CHINI (Mineo). Sulle superHcie a curvatura media costante. [G, £., v. XXVII, 
pp. 107-123 (1889)]. 

^ 3320. O 6h. 

PINCHERLE (Salvatore). Nota sulle superficie d'area minima. [G. B., v. XIV, 
pp. 7S-82 (1876)]. 

3321. 6h. 

BIANCHI (Luigi). Sopra una propriety caratteristica delle superficie ad area 
minima. [G. B., v. XXII, pp. 374-377 (1884)]. 

OSh. {Fedi n« 331 1). 

3322. 6k. 

DINI (Ulisse). SuH'equazione diffcrenziale delle superficie applicabili su di una 
superficie data. [G. B., v. II. pp. 282-288 (1864)]. 

3323.06 k, 3b. 

DINI (Ulisse). Sulle superficie gobbe applicabili su quelle di rivoluzione, e su 
alcune propriety delle superficie gobbe delle normali principali di una curva. 
[G. B., V. IV, pp. 298-504 (1866)]. 

3)24. O 6 k. 
BIANCHI (Luigi). Sopra la dcformazione d'una classc di superficie. [G. B., 
V. XVI, pp. 267.269 (1878)]. 

6k. (yedi n° 3319). 

3325. 6p. 

BIANCHI (Luigi). Sopra alcune c^assi di sistemi trip!: ciclici di superficie orto- 
gonalL [G. B,, v. XXI, pp. 275-292 (1883)]. 

3326. O 6 p. 

BIANCHI (Luigi). Sui sistemi tripli ciclici di superficie ortogonali. Nota IL 
[G.B., V. XXII, pp. 333-373 (1884)]. 

O 6p. (Fidi n» 3307, 3328). 

3327. O 6 q. 

FRATTINI (Giovanni). Sulle coordinate curvilince. [G. B., v. X, pag. 235 
(1872)]. 
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3328. 6r$, 6p, Q2. 

FIERI (Mark)). Intorno ad un tcorema del signori Betti e Weingartca. 
[G. B., V, XXIV. pp. 290-308 (1886)]. 

6r$. (Fedin'' 3306). 

O 7, (Fedi ii« 3300). 

3329. OS a. 

MINOZZI (Achille). Nota sul movimento d*una curva sopra im'altra ad essa 
egaal«. [G, 5.» v. XIV, pp. 190-192 (1876)]. 

8d. iFedin'' 3393). 

3330. PL 

BATTAGLINI (Giuseppe). Intorno ai sistemi di 2^ ordine e di 2* classe. [G. B.^ 
V. I, pp. 287090 (1863)]. 

P 1. (Fedi n» 2865). 

P 1 a. (fVdlf n^" 3069). 

3331. PI b. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme geometriche di 2* tpecie. [G. B., v. Ill, 
pp. 298-310 (1865); T. IV, pp. 96-122, 174-186 (1866)]. 

3332. Plb. 

MOLLAME (Vincenzo). Sulla trasformazione continua d*una figura piana, la 
quale resta sempre omografica a s& stessa, e di cui quattro puntt qualunque 
(tre dei quali non siano per dritto) descrivono quattro linee onx>graiiche 
date. [G. B., v. IX, pp. 269-279 (1871)]. 

3333. Plb, Pic. 

LORIA (Gino). SuIIe corrispondenze projettive fra due piani e fra due spazii. 
[G. B., V. XXII, pp. 1.16, 117 <i884)]. 

3334. Plb. 

AMODEO (Federico). Sugli element! uniti reali delle omografie temarje. [G. B., 
V. XXVII, pp. 40^7 (i889)J. 

PI bo. iFedin^ 3339). 

3335. PI a 

BATTAGLINI (Giuseppe). Q.uistione C). (G. B., v. IX, pag. 179 (1871)]. 



3)36. P Id. 

CASSANI (PieCio). StmSo f'tiii^u'i t hn.rir £.'-"3x301 nc^ 'G. 3^ t. ::i, 
pag. i$o (1S6S)]. 

33)7. PI4 I.'17«. 

LAUDIERO (Fnnceico). So*Ja goaolspi £ aiiS ssiusist uci^xit ii i:a^ ^t^vo 
puna [G, JL, ▼. XXI. pp. 2:7-222 (:B;.']- 

Pld. (FMTb* 3faoX 

Pl£ (FMi B* 3069). 

3338. pa a, 1^21 a. 

SEGRE (CcMTJdoX So aTcsns propnsti sssn^bs it'It sorrt'^zioaL [(7. ^., 
V. XXV, pp. 20-24 (18S7)]. 

3339. Paa, Fib.. 

DEL RE (Alfonso). QoistioDe 80 c fo:=2i»c [O. 3^ t. XXV, ;>ag. 30? ri^J;;; 
V. XXVII. pp. 340.341 (1S59;}. 

F 2 •. (r^ ni 2863. 2564. J35j> 
Fab. (F«ii» n^* 2863). 
P a a (FUf n<» 2864). 

334a F 3 •. Rlbx. 

FORMENTI (Carlo). Movimento dtllc figure chc si mantcdgono simili a $^ stcssc. 
[G. B., V. XVII, pp. 232.243 (1879)]. 

3341. P8b. 

BIANCHI (Luigi). Sulla trasformazlone per raggi vcttori rcciproci nel piano e 
nello spazia [G. A, t. XVII, pp. 40-42 (1879)]. 

3342. P 8 b. 

LEVI (Donato). Afcune propricti della supcrficie di rotazione avcntc per linca 
meridiana una lemniscata. \G. B., v. XXI. pp. 379-380 (1883)). 

3343- P 8 b, 3j. 

PIRONDINI (Geminiano). Sulla trasfonnazione per raggi vettori reciproci la n 
V. XXVII, pp. 168-223 (i8«9)]. ^ 

3344. P 3ca. 

BATTAGLINI (Giuseppe). SuIIc divisioni omografiche immaginarie. [G B v II 
PP- 142-15 1 (1864)]. ^ ^^' ^- ^' "» 

Rind. Circ. MaUm.. t XI. parte 2\^tampato il 3 febbrajo 1897, 9 
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P3ca. (Fidiji'' 3363). 

3345. P 4 a, P4g. 

BIANCHI (Lui^). Hota sutle tmtformaucmi tmtvoche atl pkmo e oello sfwuia 
[G. B., V. XVI, pp. 263.266 (1878)]. 

3346. P4b. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulla dipendenza duplo-anflrmonica. [G. £., v. I, 
pp. 321-328 (1863)]. 

3347. P4b. 

HIRST (T, A.). Sull*ioTersione quadrica dellc curve piane (*). \G. B., v. IV, 
pp. 278-293 (i866)]. 

P4b. {Ffdi ni 3190, 3200). 

3348. P4c. 

CREMONA (Luigi). SuIIe trasfomiazioni geometriche delle figure piane. Nota L 
Nota II C*). [(?. A, V. I, pp. 305-311 (1863); V. Ill, pp. 269-280, 363-376 
(i86s)]. 

3349. P4c. 

JUNG (Giuseppe), ARMENANTE (Aoge'o). SuIIe trasformazioci birazionali uni- 
voche, e suIIe curve normale e subnornule del genere p. [C. B.., v. VII, 
pp. 235-253 (1869)]. 

P4c. (Vedi ni 3006, 3175). 

3350. P 4 d, M^L 

JONQUlfeRES (E. de). M^moire sur les figures isographiques et sur un mode 
uniforme de g:5n6ration des courbes A double courbure d'un ordre que^conque 
au moyen de deux faisceaux correspondants de droites (•^). [G. B., v. XXIII, 
pp. 48.75 (1885)]. 

P 4 d. (V$ii n® 3200). 

335i.P4f; P4g. 

CROCCHI (Lcopo!do). ProprieU derivate dalie curve e supc:rficie arguisiane. 
[G. B., V. XII, pp. 378.380 (1874)]. 

P4£ (r#ii n*> 3200), 



(*) EttTAtto d*gli AniMli di M*teniatic* pura eJ cppliciitft, ▼. VII. 

(**) Eitratte rispettWamente dai 1. 11 e V, s. s, delle Memorie dell*Aec«demift delle •cienze del< 
t'ltdtvco di BologiM. 

(***) Atcc one l^ttre adrcM^ i M. 1^ Dr. G. B. G a c « U, 
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BATTAGLINI (Giuseppe). Noti ^m' «Hr.>M m >*i ^ •'** «•'* '* m 
V. XII, pp. 215.219 (1871)]. 
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BATTAGLINI (Giuseppe). Siil'i |>r«)M..f.{( |m n ik. t |l^ M v Nil i«r 1 
311 (1874); V. X!![, pp. 4<j /f (ffl/|), »• sIV. n- n^i t|^ (i»»/ni| 
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3361.01. 

D'OVIDIO (Errico). Sopra a'cuni luoghi ed inviluppi di i*» e 2*> grado in geo- 
metria proiettiva. (G. B., v. XIII, pp. 363-579 (187s)]. 

3362. QL 

D'OVIDIO (Errico). Nota sulle proiezioni ortogonali nella geometria metrico- 
proiettiva. [G. A, v. XIV, pp. 298-305 (1876)). 

3363. Ql, PSoo, 

BATTAGLINI (Giuseppe). SulPaffiniti circolare noo-euclidea. [G. B., v. XVI, 
pp. 256-262 (1878)]. 

3364. 01. 

RICORDI (Ettorc). I circoli nella geometria non euclidea. [G. B., v. XVIII, 
pp. 255-270 (1880)]. 

L (Fidi n* 3049). 

3365. Ola. 

HOUEL (J.). Sur rimpossibilit^ de ddmontrer, par une construction plane, le 
principe de la thiorie des parall&les dit postuJalum d^Euclii$ C). [G. B., 
V. VIII, pp. 84.89 (1870)]. 

3366. Ola. 

CASSANI (Pietro). Intorno alle ipotesi fondamentali della geometria. [G. B^ 
V. XI, pp. 331-339 (i873)l- 

3367. Ola. 

GUNTHER (Sigismondo). Sulla possibility di dimostrare I'assioma delle paral- 
lele mediante considerazioni stereometriche. (Traduzione dal tedesco di 
A. Sparagna). [G. B., v. XIV, pp. 97-107 (1876)). 

3368.01a. 
CASSANI (Pietro). Nuove proposte intorno ai fondamenti della geometria. 
[G. A, V. XV, pp. 284.288 (1877)]. 

3369. Ola. 
CASSANI (Pietro). I nuovi fondamenti della geometria. [G. P., v. XX, pp. 14)- 
165 (1882)]. 

Ola. (Via n<» 3041). 



(*) Bstnlt dM Procte-TerUrax det t^acM dt It SocUtft dct SdencM pbjtiqtiM tt luitvralltt de 
BordMQx, 
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3370. lb. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulla Gcometria immaginaria diLobatschewsky. 
[G. A, V. V, pp. 2x7-231 (1867)]. 

3371. Q lb. 

LOBATSCHEWSKY (Nicola). Pangeometria, o suQto di geometria fondata sopra 
uxu teoria generate e rigorosa delle parallele (*). [G. B., v. V, pp. 273*336 
(1867)1. 

337a. Qlb. 
BOLYAI (Giovanni). Sulla scienza dello spazio assolutamente vera, ed indipen- 
dente dalla veriti o dalla falsiti dell'assioma XI di £ u c 1 i d e (giammai da 
potersi decidcre a priori) (^). [G. B., v. VI, pp. 97-115 (1868)]. 

3373* Qlb, Oe£ 

BELTRAMI (Eugenio). Saggio di interpretazione della geometria non euclidea. 
[G.B.^ V. VI, pp. 284.312 (1868)]. 

3374. Qlb. 
BELTRAMI (Eugenio). Teorcma di geometria pseudosferica. [G. B., v. X, pag. 53 
(1872)]. 

337$. Qlb. 

D£ ZOLT (Antonio). Saggio di pangeometria. [G. B^ v. XV, pp. 336-361 

(1877)1. 

» 3376.02, L*19c, N>la 

ASCHIERI (Ferdinando). Coordinate omogenee di alctine forme, che possono 
riguardarsi come element! semplici di spazii a set dimensioni, e di alcune 
forme geometriche in essi spazii. [G. B^ v. XII, pp. 368-374 (1874)]. 

3377. Q a, R 2 b. 

MINOZZI (Achille). Sui centri di gravity. [G. P., v. XV, pp. 233-247 (1877)]. 

3378. Q 2. 

CASSANI (Pietro). Geometria para euclidiana ad n dimension!. [G. ^., v. XXIII, 
^^. I-I9 (1885)1. 

3379- Q 2. 
CESARO (Ernesto). Alcune misure negli iperspazii. [G.B., v. XXIV, pp. 49-55 
(x886)]. 



(*) VtftiOlM dftl fiWACM*. 

(**) V«nioii« dal Utiao diGinttppt Bttttflinl, 
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3380. 2. 

LORIA (GIno). Su! concetto di volume in uno spuzio lineare qua^anqne. [G, B,f 
V. XXVI, pp. 96-101 (i888)J. 

3381. 2. 

FIERI (Mario). Sopra on teorema di ge o metria ad n dimensionL [G. JL, ▼. XXVI, 
pp. 251-254 (1888)]. 

3382. 2. 

LORIA (Gino). SuIIc curve razionali norraali in uno spozio ad n dimensionL 
[G. A, V. XXVr, pp. 334-347 (i888)J. 

3383.02. P2a. 

DEL RE (Alfonso). Un teorema nella geometria di una certa classe di corn- 
spondenze. [G. 5., v. XXVI, pp. 348-351 (x888)]. 

3384.02. 
LORIA (Gino). Di due rappresentazioni univoche dello spazio rigato su una 
forma lineare di quarta specie. [G. B,, a. XXVII, pp. 224-225 (1889)]. 

2. (Vedi n* 2869, 3041, 3192, 3328). 

3385. 4b a. 

SARDI (Giro). Proprietii di un dcterminante. [G. B., ▼. 11, pp. 376*380(1864^ 

R {Fidi n<> 3483). 

3386. Rla, 3cL 

PADHLLETTI (Dino). Suile accelerazioni d'ordlne superiore al primo. [G. B., 
V. XIU, pp, 129-149 (1875)1. . 

3387. Rla, R 7 b. 

BASSANL (Anselmo). Nata di dnenatica. Traicttoria d'un punto sollodtato dA 
due forze, Tuna attrattiva e Taltra ripulsiva emananti da un centro d*azione 
(isso. [G. B., V. XXIII. pp. 80-88 (1885)]. 

Rib a. (fWf n<> 3340). 

3388. Rla 

BELTRAMI (EugenioJ. Del raoto geomctrko di un solido che ruzaola .$opr« m 
altro solido. [G. B., v. X, pp. 103-115 (1872)]. 

3389. Rlc, NU. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sul movimento geomctrico Inflnitesitao di on sistcma 
rigido. [G. B., v. X, pp. 207-216 (i^a)). 
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3390. Rlc, N'l. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sul movimento geometrico finito di un sistema ri- 
gido. [G. B,, V. X, pp. 295-302 (1872)]. 

3391. Rio. 

PADELLETTI (Dino). Sull'accelerazione normalc [G. B., v. XIII, pp. 115-128 

(187s)]. 

3392. Rla 

GAUTERO (Giacinto). Del movimento d*una superdcie che ne tocca cKMtante- 
mente un'altra fissa. [G. B., v. XX, pp. 168-193 (1882)]. 

3393. R 1 c, O 8 d. 

MARCOLONGO (Roberto). Suiraccelerazioae nel moto di un so'ido intorno ad 
un punto fisso. [G. B., v. XXVII, pp. 90^x06 (1889)]. 

3394. Rl£ 

PADELLETTI (Dino). Sul concetto di coppia in Cinematica. [G. B., v. XV, 
pp. 54-61, loi-iio, 178-186, 248-256 (1877)]. 

3395. R 2 b. 

DORNA (Alessandro), FERRARI (M.), BATTAGLINI (Giuseppe), MOGNI 
(Antonio). Quistioai 36, 37, e soluzioni. [G, 5., v. II, pp. 160, 224, 255-256, 
289-294 (1864)]. 

3396. R 2 b. 
MCXjNI (Antonio). Sopra gli assi permanenti di rotazione di un corpo, e so!u* 
zione della questione 37. [G. B., v. II, pp. 289-294 (1864)]. 

R 2 b. (f^edi nO 3377). 

3397. R2c. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota sugli assi principali. [G. B„ v. IX, pp. 38-45 
(1871)]. 

3398. R 2 c, N' 1. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulla teorica -dei momenti d'inerzia. [G. i?., v. XI, 
pp. 62-70 (1873)]. 

3399. R 2 c 

CHELINI (Domenico). Sopra i sistemi materiali di egual momento d*inerzia. — 
Osservazione del prof. Beltrami. [G, B., v. XII, pp. 201*205 (1874)]. 

R 2 C. (Vedi ni 3121, 3412)4 

3400. R 3, N' 1. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulla teorica dei momontl [G. B., v. X, pp. 175-180 
(1872)]. 
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3401. R 8, R 7 a, R 7 b, R 4 b. 

PADELLETTI Pino). Studii sui diagrammi redprocL [G. B.^ v.XVII^pp. 339. 

359 (1879)]- 

R 8. (Fidi n? 3493). 

3402. R 8 a a, R 6 o. 

DEL RE (Alfonso). SuIIe funzioni di forza. [G. B., t. XXIII, pp. 33a-344 

R 4. CFOi n^* 2963). 

3403. R4a. 

JANNI (Vincenzo). Sul momento d*una forza preso rispetto ad an asse. [G. B., 
V. I, pp. 282-383. 3SI-3S4 (1863)]. 

3404. R 4 a. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Su! parallelogrammo delle forze. [G. B., v. I, pp. 36s- 

367 (1863)]. 

3405. R4a. 

BATTAGLINI (Giuseppe>. Intorno alle condizioni di equilibrio di an sistema di 
forma invariabile. [G, B., v. I, pp. 367«368 (1863)]. 

3406. R 4 a. 

DORNA (Alessandro). Sulla dimostrazione del parallelogrammo delle forze. 
[G. B., V. II, pp. 63-64 (1864)]. 

3407. R 4 a, L* 7. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Suirequilibrio di quattro forze nello spazio e solu- 
zione della quistione 4$. [G. B., v. IV, pp. 93-95 (1866)]. 

3408. R 4 a, N' . 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulla composizione delle forze. [G.B^ v. X, pp. X33« 
140 (1872)]. 

3409. R 4 a, N' L 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle serie dei slsteml di forze. [G. B., v. X, pp. x8o- 
187 (1872)]. 

3410. R 4 a. 

GEBBIA (Michele). Sulla stability virtuale deirequilibrio d*un punto materiale 
isolato. [G. B., v. XVI, pp. 177-197 (1878)). 

R4a. C^edi o< 3161, 3401). 



3411. R4att. 
BAIT AGLINI (Giuseppe), fntonio ad unii tnemoria del stg. D. Turaxit. 
[O. B.y V. H pp. 295-297 (i«d4)l. 

341a. R 4 a a, R 2 o. 

CROCCHI (Leopoldo). Un'osservazione intorno alle coppie per un sistehla di 
forze parallele. [G. B„ v. XXIII, pp. 89^ 0^8$)]. 

3413. R4b. 

DORNA (Alessandro). Sulla catenaria di eguale resistenza. [G. B., v. I, pp. 73-77 
(1863)]. 

3414. R41>. 

PADELLETTI (Dino). Sulla teoria del poligoni e delle curve funicolari. [G. B., 
Y. XIV, pp. I4»47 (1876)]. 

R 4 b. {V$di JoP 3242). 

341$. R6. 
PADOVA (Ernesto). Sopra due teoremi del sig. Neumann. (G. A, v. VIII, 

pp. 296-301 (1870)]. 

3416. R 6 a. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota intorno ad una superdde di 8*' ordine. [G. B., 
V. XIII, pp. 155*160 (1875)]. 

3417. R 6 a Qc 

PACI (Paolo). Sopra la funzione potenziale di una massa distribuiu su di una 
supcrficie. [G. B., v. XV, pp. 289-298 (1877)). 

3418. R 6 b. 

DEL GROSSO (Remlgio). Memoria SttlPaltratione dcgli sferddi. [G. B., v. VII, 
pp. 137-15 »• 193-^09 (1869); V. VIII, pp. 97-128, 206-221, 333-365 (1870)]. 

3419. R6b. 

BELTRAMI (Eugenio). Intorno ad una trasformazione di D i r i c h 1 e t \fi, B., 
V, X, pp. 49.5a (1872)). 

)4ia R 6 Ik 
MOLLO (Ange!o). So^in un teorema di tiettrtciti sutica. [G. B^ t. XIX| pp. 373- 

379 (i8»0l- 

3421* R5a 
ANGEL ITTI (Filippo). SuIPattraziooe sccoodo una polenza liiterA qvA'unque 
della distanza. [G» B^ v. XX* pp. 346-368 (i8Sft)]» 
titmi. Ore. MaUm., L XI, parte 2*«— Sumpato il 17 febbrajo tSfj. ip 
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3422. R 6 o. 

ANGELITTI (Fi'ippo). Sul potenziale e sull'attrazione di un anello e di una 
piastra circolare sottile e unlforme sopra un punto non occupato del suo 
piano secondo una potenza intera qualunque del la distanza. [G, B.^ v. XXI, 
pp. 68^1 (1883)1. 

R 6 c. (Fidi n^ 3402). 

R 7. (Fidi n« 2963). 



un 



3423. R 7 a, R 8 £ 

PENNACCHIETTI (Giovanni). Sugrintegra!i delle equazioni del moto di 
punto materiale. [G. B., v. XXIII, pp. 1S8-167 (1885)]. 

R 7 a (Fedi n^ 3401). 

3424. R 7 a QL 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sul movimcnto per una linea di 2° ordine. [G. B., 
V. XVII, pp. 43.52 (1879)]. 

3425. R 7aQL 

DAINELLI (Ugo). Sulla decomposizione del la forza acceleratrice d*un punto ma* 
teriale libcro che si rcuove secondo una curva qualunque. [G, 5., v. XIX, 
pp. 171-197 (x88i)]. 

3426. R 7 a p, R 7 g. 

AMOROSO (Nicola). Un teorcma di meccanica. [G. 5., v. XIX, pp. 380-384 
(1881)]. 

3427. R 7 b. 

MOGNI (Antonio). Sopra le diverse espressioni del la forza acceleratrice nella 
teoria delle forze central!. [G, A, v. 'IV, pp. 339-344 (1866)]. 

3428. R 7 1>. 

BELTRAMI (Eugenio). Lettera ad Antonio Mogni. [G. B., v. V, pp. 89-92 
(1867)1. 

3429. R 7 1>. 

MORERA (Giacinto). Sul moto di un punto attratto da due centri (issi colla 
legge di Newton. [G. B., v. XVIII, pp. 34-71 (1880)]. 

3430. R 7 b, US. 

MARENGO BASTIA (Carlo). Del moto d'un punto attratto da un centro fisso 
con uni forza proporzionale ad una potenza del la distanza considerato come 
moto perturbato. \G. B., v. XXII, pp. 167-190 (1884)]. 



BOSAdSI <Cmtjs^ St. nuBt £ m ana assxs & se ss=s 3S r — :. r 
P?- 44-51 (:te> 






DAKFI.I.I (L'gc^ ai. jKaiueuc jc iix& ines. •_'" -^t^- .r i.. 



H>4.a7bL 

NAGY (Aibtn:^ Si- aoc d la Tnmr jl in. Trr^.^ T**i-r:-'X' vP. J., v XTvVI. 
P?. 56^5:4 :3M::- 



3436. R 7 d. 

PADELLETTI (Dsao> Sogn lii sricriea ie..e 2ridi^^r-cr:inL ^ J. 5- ^- X^ 
pp. 201-203 rii;;;]. 

3437. R7i; 2«. 

NICODEMI (Rabiiio). Esercaii, [G. A, ▼. Xm, pp. 115-1:4 ^'^75)1- 

3438. R7g. 

PADOVA (Ernesto). Appliuzione del meiolo di H 1 m i . t o n i\ nioto ii ua 
panto sopra una supcrficie. [G. B., ▼. VIII, pp. 90-^ (iS;0'l. 

R 7 g. {FeU n? 3426). 

3439. R 7 g ou 

MOGKI (Antonio). Sopra il pcndolo ad oscilkzioni coniche. [G. B., ▼. I^ . 

pp. 327.338 (1866)]. 

R 8. {Vidi n« 2963). 

344a R 8 a. 

TURAZZA (Domenico). Di un nuovo tcorcma relativo alia rotazionc di un corpo 

intomo ad un assc [G. B., v. III. pp. 146-149 (xS^s)). 

JANNI (Giuseppe). NoU sulU rolaxione dei corpi. [G. B., v. V, pp. iii'iij 
(1867)1. 



344^ R 8 a. 
BATTAGLINI (Giaseppe). Sul roovtmento d'un sistema di forma invariaKile; 
[G. B^ yf. XI, pp. 359.367 (1S73)}. 

3443. R 8 a a. 

DE GASPARIS (Annibale). Moto di on sistcnu invambile di punti materiali 
esistenti in un piano intorno al centra di graviti. [G. A» v. IV, pp. 353*358 

3444. R 8 a at, R 8 1>. 

BREGLIA (Ernesto). Sopra due teoremi del Prof. G e b b i a. [G. B.» v. XXVH, 

pp. 303-317 (i8^)J. 

R 8 1>. Cr$di nO 3444). 

3445. R 8 a 

IKH(NA (Alessandra). Memorit solla stabifitik deIl*eqnilibrio. [O. JL, ▼. Ii; 
pp. 65^2, 97.103 (1864)]. 

3446. R 8 a 

PORMENTI (Carlo). Eqaazioni finite del moto permanente di nn sistema. [G. Jt, 
▼. XV, pp. 268-283 (1877)]. 

3447. R 8 e Qc 

MACKiI (Gian Antonio). Sul noto di ua iilo flessibile ed inestendibile ehe ai 
sposta pochissimo dalla sua posizione d'equilibria [Gk B., v, XIX, pp. 1^63 
(1881)]. 

3448. R8•Q^ R8ep. 

PADOVA (Ernesto). Sul problema delle piccole osciI!azioni che un filo flessi- 
bile ed inestendibile compie attorno ad una coniigurazione d'equilibrio* [G.B., 
V. XXni, pp. 235.243 (i885)J. 

R 8 C (F$di nO 3423). 

3449- R 8 a. 
DORNA (Alessandro). Nozioni teoriche sulPattrita [G. H, v. Ill, pp. 202.^13 

(1865)]. 

34Sa S 1 a 

BUSTELLI (Anton Maria). Determinazione analitica dei centri di pressione delle 
superficie immerse in un liquido omogeneo pcsante. [G. A., t. VII» pp. 152. 
159^ 213-220 (1869)]. 

3451. S2eok 
PADOVA (Emesto> Del moto di un ellissoide in un fluido incompcessibile ed 
UifkiiiiitQ^ [G. Ap V. Vm pp. ^W3» <«*70)1- 



MS*. 84. 
ZANNOTTI (Miche!e> Lezioni di fisica -r-TTa-ra TemcEinns. '^ 1. 

Y. VII, pp. i6o>i75, 351-568 (1869^ ▼. TO, ??. icF*^ it-?:.*, 



145)* B 4. 

VECCHIO (Angelo). Akine ouerYaaaai k au »pH as '3: . ri 
micaiiiqoe de U Quleur ». [G. JL. ▼. X, ^ iji^^r^ 



*-->- 



3454. 84 b. 
SANDRUCa (A.> Sopra U costnte X vTrrtsasTtA a& ^^ -js^'^^ ' ^0 1^ 
▼. XXV, pp. 7)^1 (1887)]. 

34S$. S4b«. 
MOLLO (Angelo). Sopra una fomw'^ d: taixo^TT-amra '^ I;.. * TirL, 
pp. 76-79 (iM$)l. 

5456. S4ba. 
CESARO (Ernesto). lotomo ad ooa prema djnivRfUMit tf. t«rt»Mtiutifi«u. 
[^. B., Y. XXIV, pp. 158-163 (il 



34S7- T2aaL 
ARZELA (Cesare). Deformazkme di as t'lrtyMt OEaoft&'jo *;'a'^*>^'> iyr.fo;^^ ^'t:! 
I'azione di forze, che agisoono sopra tutti i pasti de't suk mk^sa, t ciit 
aBunettono aoa funzkme potenziale de]!a forma 

rispetto alia quale la saperficte deirdlissoide sia di lively [O. B^ ▼. XII, 
¥?• f 59-347 (»874)1. 

3458. T 8 b. 

MOLLO (Angelo). Sulla diffraxionc dd rcticolL [G. B^ v. XIX, pp. I3i-»3S 
(i88i)l. 

3459. T 7 a 

CAMPETTI (Adolfo> Sulla distribtuionc dcllc corrcnti sulU superficae. [G. B., 

^. XXVt pp. 377-380 (1888)). 
U. (Vidi nO 3497). 

346a U2. 

DE GASPARIS (Annibalc). Fonnolc pel calcolo dclle orbitc di pianete e comcte. 

[G. B., V. Ill, pp. 4a-46 (1865)]. 

xa6i» U 2. . . J t . • .^ 

HARZER (Pao'o). Movimento d un cllissoiae ai r , ,, / ^.^ 

composxo di strati di densiti costaote ch< cr-^ v..., H ^-tro. c rounte 
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centro deirellissoide secondo le leggi di Kepler. [G. B., v. XVII» pp. 55- 
68, 183-201 (1879)]. 

3462. U 3. 

DEL GROSSO (Remigio). SuIIe perturbazioni planetarie. [G. B., v. V, pp. 65-88, 
129-152, 193-216 (1867); V- VI, pp. 1-15: 125-152, 324.343 (1868)]. 

U 3. (Ftdi nO 3430). 

3463. U 9. 

DE GASPARIS (Annibale). Rotazione di un sistema variabile di tre masse che 
verificano la legge delle aree. [G. 5., v. Ill, pp. 257-268, 344-362 (1865)]. 

3464. U 9. 

DE GASPARIS (Annibale). Sopra una funzione che presenta il caso di un mi- 
nimo nel problema dei tre corpi. [G. B,y v, IV, pp. 33-37 (1866)]. 

3465. 17 9. 

DE GASPARIS (Annibale). Ricerche u'teriori sulla rotazione di un sistema di 
tre masse, che veriHcano la legge delle aree. [G, B., v. IV, pp. 202-209, 
348-352 (1866)]. 

3466. U 10 a, L' U b. 

MUGNAINI (Ettore), Sulla sfera oscu'atrice aU'ellissoide di rivoluzione. [G. B^ 
V. XVI, pp. 270-278 (187S)]. 

3467. U 10 a. 

JADANZA (Nicodemo). Sulla latitudine, longitudine ed. azimut dei punti di una 
rete trigonometrica. [G. A, v. XVIII, pp. 137-158 (1880)]. 

3468. U 10 a. 

PUCCI (Enrico). Sulle posizioni geografiche. [G. A, v. XVIII, pp. 358-368 
(1880)]. 

3469. U 10 a. 

PUCCI (Enrico). Sulla teoria delle basi geodetiche. [G. B.» v. XIX, pp. 151-15$ 
(1881)]. 

347a U 10 a. 
DE BERARDINIS ((Giovanni). Sulla livellazione geometrica. [G. B,, v. XX, 
pp. 101-142 (1882)]. 

3471. U 10 a, LU3b. 

PIZZETTI (Pao!o). Sulla curva d'allineamento. [G. B., v. XXI, pp. 1-15 (1883)]. 

3472. U 10 a, J 2 a 

D£ BERARDINIS (Giovanni). Sulla determinazione di alcune incognite. [G. B^ 
V. XXV, pp. 313-J20 (1887)]. 
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U 10 a. {Vedi nO 3068). 

. 3473- V 1. 
ANONIMO. Artico'o bibliografico su! « Rapport sur les progr^s de la Gtem^trie 
par M. C h a s I e s ». [G. A, v. X, pp. 190-192 (1872)]. 

3474. V 1. 

VALERIANI (Valeriano). Alcune notevoli applicazioni della induzione mateiiit- 
tica. [G. B., V. XV, pp. 34-53 (1877)]. 

3475. VI. 

FIEDLER (Guglielmo) (*). Sulla rlforma dell'Insegnamento geometrico. — Nota 
seguita da tre lettere inedite deirAutore. [G. B., v. XVI, pp. 243-255 
(1878)]. 

3476. Via 

WILSON (J. M.). E u c I i d e come testo dl geometria elcmentare (•*)• [^* ^-t 
V. VI, pp. 361.368 (1868)]. 

3477. Via. 

HIRST (T. A.). Parole suirintroduzione agll element! di geometria del profes- 
sore Wright {***). [G. B,y v. VI, pp. 369-370 (1868)]. 

3478. Via. 

HOUfiL (JO, BRIOSCHI (Francesco), CREMONA (Luigi). RUBINI (Raffaele). 
Corrispondenza. [G, B,, v. VII, pp. 50-54, iii (1869)]. 

3479. Via. 

BESSO (Davide). Del concetto di funzione neH'insegtumento della geometria ele* 
mentare. [G, B., v. VII, pp. 131-136 (1869)]. 

3480. Via. 

D'OVIDIO (Errico). Nota su! libro XII di E u c 1 i d e, e sul trattalo di A r c h i- 
mede relativo alia misura del circolo e dei corpi rotondL [G. B., v. IX, 
pp. 122-124 (1871)]. 

3481. Via. 

HIRST (T. A.). Un discorso sopra E u cl i d e come libro di testa [G. A, v. IX, 
pp. 180-187 (1871)]. 

3482. Via, K 20. 

HOUeL (J.). Remarques sur I'enseignemcnt de la trigonomitrie. [G. A, v. XIII, 
pp. 72.79 (1875)]. 



(*) Versione dal tedesco diGabriele ToreUi. 

(**) Estratto dal Gioriule Tht EUcaticnal Times, Sett. 1868, • tradotto Ak R. R. 

(•••) Eatratte dal gioriule Tht EiucatiomU Tim^s, Kor. 1868 « tradotM d* R. R. 



3483* via, R. 
PADELLETTI (Dino). Sulle relaxioni tra cinematica e meccanica. [G. B^ v. XIV, 
• pp. 193-218, 280-297 (1876)]. 

3484. V 3 b. 
TRUDI (Nicola). Sul criterio degli equimoltiplici adoperato dagli antichi geo- 
metri nella teorica delle proporzionL fG. B^ v. I, pp. 337-340 (i&6|^ 

348$. V 7, L' 9 b, 1 10, V d. 

ANONIMO. AnnunzU bibliograficL [G. B., v. VUI, pp. 377-380 (1870)]. 

V 7. (Tedi n^ 3104). 

3486. V 9. 

BETTI (Errico). Necrologia di Ottaviano Fabrixio Moasottl [G. B^ 
V. I, pag. 9a (1863)]. 

3487. V 9. 

PADOVA (Ernesto). Bibliografia. [G. B., v. VI, pp. 37a-374 (1868); v. VII, 
pp. 221-223 (^^9)]' 

3488. V 9. 

BELTRAMI (Eugenio). Articolo necrologico su A Ifredo Clebsch. [G. B., 
V* X, pp, 347-34« («372)]. 

3489. V 9. 

B...NI (E.). Notiria bibliografica. [G. B., v. XI, pp. 42-43 (1873)]. 

3490. V 9. 

NEUMANN (Carlo). Commemorazione di Rodolfo Federico Alfredo 
Clebsch, indirizzata all* Accademia dl Gottinga dal Prof. Carlo Neu- 
mann, in nome di mo!ti amici e scolart del defunto, ed inserita nelle 
Nachrichhn della medesima Accademia. (Traducione). [G. H., v. XI, pp. 44-48 
(1873)]. 

3491. V 9. 

CLEBSCH (Alfredo). Commemorazione di G i u 1 1 P 1 a e k e r C> [d. B.» v. Xl, 

pp. IS 3-179 (1873)]- 

3492. V 9. 

ARMENANTE (Ange!o)» Bibllografle. [G.B., t. XI, p(). 254*156, 301-30B (1873); 
V. XIII, pp. 80^1 (1875)]. 



(*) DaI U* tomo delU Mcaiorie dellt Soelcti Reftle di Gottiagt, 1B71. Trtdiitlone 4i B. B « 1- 
t r A m l« 
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complessi >». [G. B., v. XII» pp. 22-26 (1874)]. 

3494. V 9. 

FA V AHO (Antonio). Intorno alie opere di Alfredo Clebsch. (Versioae dal 
t^desco). [G.B.y v. XII, pp. 28-74 (1874)]. 

3495. V 9. 
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3497. V 9, U. 

ZONA (Temistocle). Annunzio bibliografico. [G. B,y v. XIV, pag. 377 (1876)]. 

3498. V 9, J 2. 

ZANOTTI-BIANCO (Ottavio). Sopra due passi della Sloria della teoria matema- 
Hca delle probability del sig. T o d h u n t e r. [G. J5., v. XVI, pp. 26-30 (1878)]. 

3499. V 9. 

ANONIMO. Cenno Necrologico : «Angelo Arraenante». [G. A, v. XVI, 
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3500. V 9. 
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3503. V 9. 

TORELLI (Gabriele). « N i c o 1 a T r u d i ». [G. B., v. XXII, pp. 304-307 
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3504. V 9. 

GENOCCHI (Angelo). Cenni sull'ingegncre S a v i n o R e a 1 i s. [G. B., v. XXIV, 
pag. 56 (1886)]. 
Hend, Circ. Matem., t. XI, parte 2\ — ^Stampato l*ii giugno 1897, 11 
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LORIA (Gino). L*opera scientifica di E 1 1 o r.e C a p o r a 1 i. [G. B., ▼. XXVII, 
pp. 1.3a (1889)]. 

V9. {Fgdi n* a9ai, 3060, 3173, 3485). 

3$o6. X4b. 
1st, (Ernesto). Nota di calcolo grafico sulla risoluzione delle equazk>ni di primo 
grado. [G. JL, V. XFV, pp. i8o>i89 (1876)]. 

3507. X4b$. 
GHOCCHI (Lcopoldo). Nota di calcolo grafico sopra la risoluiione d*uii sistenu 
di due equazioni di i^ grado. [G. B., v. XV, pp. 86-88 (1877)]. 
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XV^ ELENCO: (gennaio 1 896.febbraio 1897). 

{Veil gU Elenchi precedent!: t. X, pp. 6>i4 e r#fro]. 



Alagna, R [Vidi t. VII, pag. i]. Le relazioni irreduttibili fra gl*invariaiiti 
d'una forma qualunque d*ottavo ordlne. Rind. Circ. Maiitn.^ X, 1896. 

Allievi, L. (Napoli). Gnematica della biella piana. Napoli, 1895. 

Amodeo, F. (Napoli). [Fidi t. VII, pag. i]. Projeaione stereoscopica. jinmli 
R. Istiiuto Tecnico $ Nautico di Napoli^ 1895. 

— Lezioni di Geometria proiettiva, dettate nella R. UniversiU di Napoli nel- 
I'anno scolastico i895»96. Napoli 1896. 

— Curve ifc-gonali di i* e di a* specie. Jnn. di MaUm., XXFV,, 1896. 

— Sulla introduzione alia geometria proiettiva* Giorm. di Matim.^ XXXIV, 
1896. 

— Sistemi linear! di curve algebriche di genere massimo ad intersezioni va* 
riabili coUineari. Rtndie. Ace, NapoiL Marzo 1896. 

— Curve aggiunte e serie special izzate. Jbid.^ novembre 1896. 

Afipell, P. et Laconr, E. (Paris, Nancy). Principes de la Thtorie des Fonctions 

elliptiques et applications. Paris, 1897. 
Aaionne, L. (Lyon). Sur les p6les des fonctions uniformes 4 deux variables 

ind^pendantes. R$ndic, Circ. Matem.f X, 1896. 
Bagnera, 6. (Palermo). Sul teorema delPesistenza delle funzioni Fuchsiane. 

Rivista di MaUm., 1896. 

— Sul luogo dei contatti tripunti del!e curve d*un fascio con le curve d*una 
rete. R$nd. Circ, MaUm,, X, 1896. 



rve gob be ra- 



numero degli ombe- 
Hc, XXX, i89(. 
iplice o uD doppio 



84 

BardelU, G. (MiUno). [FeJi i. VIII, pag. i], SuU'uso delle coordinate obli- 

qujngole neMa Mecwniei raiinnale. RtnJ. Iilituto Lomhario, XXIX,. 1896. 
Bendixson, I, (Siockho'm). Stir Ic diiveloppcment dci ioiigralcs d'un syslime 

d't^quations diffOtcniiellcs ju voisiiuec d"ua poiot singuliar. Qfvrtigt af k. 

fflimluifi-Jk. FOrbamtlinfar, 1894. 
Beriolari, L. (Torino), [y^i t, X, pjg. 6]. SulU teoria del ! 'in vol ui lone, spe- 

cialmeme dd Tin vo!uz lone cuMca. Rend. Ate. Napoli, febbraio 1891. 

— SulPinvoluiione cubi«. tbid., aprile i8gi, 

— SuHa eurva del Icrto online doiata d'ur punlo doppio. Rtndic. Iltituto 
Lombards, XXV,, 189a. 

— SuHe condiiiont invarLuilivc p<kU due ((uuitichii binarie abbiaoo quatiro 
radici comuni. Aha. di Matem., XIX,, 1B91. 

— Sui combinanti det sisit'ini di Ibrcne binai 
alonali del quart'ordine, /friV., XX,, 1891. 

— Sulle curve raiionali di una spatio liueare ad ua 1 
dimensioni. Ii(d., XXI,. 1891. 

— Suite intetseiioni di tee snpecfieie algeUriclit IbH., XXIV,. 

— Sopra un problema che comprende quello di irovare II numer 
lichi d'una superllcie gcQCrale d'ordiae k. Aui Aee. 

— SuUe curve plane die in due dati fa^d hanoo ua 
contatio oppure si oJcuIano. Ibid., XXXI, 1896. 

— Sulla oirva gnbba raaiomlt del quini'ordioe. Utit. Aee. Ltntti, VU^ , *S9)k 

— Sulle tormpoiKlenzc al^briche [ U,, M,, .. . U, ] Era K punti <t uno 
spaiio lineare di quante li vogliana dimensiooi. Rtnd, Aen. Linem, IVj, »t9f. 

— Sulle equarioni differcnziali dellc quadrtche dt itao ipaiio ad > d inwn t iw ik 
Ibid., Vj, aprile 1896. 

Bsttazzi. R. (Torino). \Vsii e. Vlt, pag. >]. FoaJaaicUi per ana tecsu gene- 
rale dei Rtuppi. Feriodico di tifaltm., XI, r896. 

— Sutla Catena di ud ente in ud gruppo. Mi Ate. Fwiw, XXXI, 189& 

— Gruppi liniii ed inliniti di Enti. Ibid., XXXI, 1896. 

— Sulle definitioni dei Gruppo Tinito. Jbid., XXXII, 1897. 

Boljsii i. Tho Science Absolute of Space. lodepcadeiU of the Truth or Falsity 

of E u c I i d's Axiom XI (wbich can arvci be detided a pnori). [TnMlated 

from the Latin by Dr, G. B. Hal sled}. Austin, Tesa*. [896. 

BohiuUv, B. Argon a Heltutu, oov^ typ plynS. Soiptavj Ct$ki Ah., IV,, 189^ 

Brombilla, A. (Napoli). {Vtdi 1. X, p. 6]. Sopra una famigliadi superOcM del- 

I'ottauo ordine. Hou 1°. Gionuih di Maltm.., XXXV, 1896:. 

— Di tjluni sistenii di quactiche gobbe raaionali anneite ad una nifarricitr 
cubka. Kota i". Rtud. Aee. Napoli, aptile 1896. 

Brioschi, F. (Milano). Sopra un leoieina del sig. K i 1 b e 1 1. Rtmd. Cut. itiUm., 

X, 1896. 
Bruo. F. de (Stockholm). Bidrag till Wtieritrati^ Teori fte algcbraiska J 

Funktioner.— Akademislf Afbindling. Upula, 189). 



wHIa 6c0inctna projcoiva. Aim^/. Ore. MaAmml* X, iS^iL 

— Sar qu j^qoes proprit^t^s des ensembles d'enscnibles et Icurs appr*katiaB9 i 
U Ikittte d*une ensembln variable. Matb^m. jittmUtm, XLVII, 18961 

Bureau des Longitudes. (Paris). Annualre pour i'aa iS^y^ Paiij^ Gtothier- 

yiUar» tt &!«, 1897. 
Burgatti, P. (Roma). [Fedi t. X, pag. 6]. Di alcuni lnTaiis«i(i icKacM alle 

tfMiinni liami sUe iM»#t« fatmV M a°^ onMnt t ^1 Iom 110a MmS^ 

eonii Ace, Linai^ V^ » di^m^hie tS^ 
*r- Snlljt tarsioas gradstka dalle Itatt tracmte aofifa aa* sapeificir. J t aw tf - 

coff/i Circ, ldatem,t X, 1896. 
QpridMtirair V' iP4l«nna> [K«di I. VUI» |Mg p). Ttsttato itt Trigaaoaamk 

rettilinea e sferlca, F^lcraHv 1^- 
QnUlfanip G* (Cataim). [t^edi t. IX, pag^ a|. La yiitiitutai rappf tasaiaia »e> 

dUma tcaiimiuetii. aHf Jtt. Gi$tnia M C4*mA^ IX^ , rt96. 
Cantor. 6. [f^edi t. X, pag. 6> r,aatrihaiioac a) fowbaMntadallaToariadegli 

imi^ml tfaq#fii^ Tf^daaiaae 4i F, &etbakdi. MMa Afrtiai., 189^. 
Gf^iBlli, A. O^apoli). [^a«f t X, pag. f}. L*Aaalisi Algebrica e rimerpftta- 

zioae fatloriale fi|«|Ie potei^ae. GiAfn* di ifUkm., XXXIU, 189^ 

— Alcune formole relative alle op^iaJODiu di pabue. JkiiL^ XXX ili^ 1895. 
^ $MU*mM 4alk ps^CKHI^M liMcreati aaUa tisalazkoa Mkt a^anbn^ al- 

gebfkhc R$»d, 4^ iktol^ l^glii^ 189^ 

— Sq{^ ui^ 8S4«^ipia g§a«r»le di ftf^tipetifa id ao^ aaava dedluiaaa M !«► 
rem^ <ii Hi 1 tier |, jliii^ giMgia 189^. 

«^ fimai^fiHii^ 4el Vme^M 4i Hilt^eit 4I caia dl fMi^iiMai caa iafiaiti ler- 

Gaaael, 6. (Stockholm). Kritiska Studier dfver Theoiin f(^ da aaiaiQwia Funk- 

(ioxiaim iAatfe c^afr aiiv^|i4pmg fdr Intcffatino af Lkii^ra EUfftKatialaibva- 

tioner. — Akademisk Afhandling. Upsala, 1894. 
r#ft|iUt» £• (UvarQa> U %uovi^ ti^ef^^ di^U tlattfkii^ Patie i Parte 11. 

Uvqr^i^i 1896^ 
GastelnuoTO, G. et Enriques, F. (Roma, Bologna). Sur qwat^e^ ri^eats r^- 

^iut% 4^n% \^ du&ofie 4fitk SHsfa«es a^g^b^Fiim^ kMm^ 4mfk\m^ XLVIII, 

1896. 
Gaatelnuovo, G. (Roma). [Fedi % IX» pag^ 5 V AU^PI riMi^t) «!» <i«|emi li- 

ue:iri di ciuve a£f artfomci ad una aapcrficie a^g^li^ka. HtmowU Son Aih 

U4ina^ X3 , 1896. 

— Sulle superficie di genere zero. i&iJ., X,, 1896. 

QaTrioiyV Cr. (Geoova> \V*di C X^ pag> ^\ Sogra uaa $Uft9<» d*<i%iu«iQQi ciso* 

lubili algebricamente^ j^ad. Ch^ Majlmi^ X* l8§l^ 
Oi^ IpfaiMdw^ VL (PaiecvDo). Sulla curva luqga dd coimitl d*a«ditiie ib d»^ 

cqrve <ti w £MQa coUe curve (^uft siateaia lioaa^e 9tf ^ BmtU Otfc^ M^tm.^ 

Palermo, X, 1896. 
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